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Til 


自从 1950 年 Schwartz L AY 4r 4B W (Théorie des 
distributions, Tom T , [D tH Aeg «J^ X. ESPECIE] ER TERME FH 
已 经 有 了 很 大 的 发 展 , 几 经 演变 ,其 理论 可 以 说 日 趋 完善 , 特 
别 是 经 过 了 Miknsinshi J, Temple G, Lighthill MJ 等 人 的 
工作 ,把 广义 函数 理论 大 大 地 简化 ,以 致 可 以 在 大 学 课程 中 讲 
fx. 中 国 华罗庚 教授 早 在 20 世纪 50 年 代 就 注意 到 广义 函数 ， 
并 提出 了 目 己 的 想法 ,他 的 想法 有 其 独特 之 处 . 他 本 人 只 在 特 
殊 情 形 , 即 一 维 周期 广义 函数 的 情形 ,详细 阐述 了 他 的 观点 . 
由 于 后 来 事情 繁杂 ,他 未 能 在 此 一 方 铝 作出 更 大 发 展 . 这 本 小 
册子 正 是 沿 着 华罗庚 教授 指出 的 思路 ,通过 直线 上 的 
Hermite 展 式 进行 工作 的 一 个 小 结 . 我 们 发 现 ,他 的 想法 的 确 
有 其 优越 之 处 , 例 述 如 下 : 

首先 我 们 可 以 引进 一 较 Schwartz 分 布 论 更 加 广泛 的 广 
义 函 数 类 ,我 们 称 之 为 弱 函 数 . 在 某 种 意义 下 , 这 应 该 是 最 广 
的 . 它 还 保持 Schwartz 分 布 的 特点 , 即 其 Fourier 变换 仍然 为 
弱 函 数 . 次 之 按照 华 的 定义 稍稍 延伸 ,我 们 就 可 以 引进 广义 数 
和 广义 弱 函 数 的 概念 . 利用 这 些 概 念 我 们 可 以 很 快 解 决 弱 函 
数 的 乘积 ,当然 也 就 包括 了 Schwartz 分 布 的 乘积 . 这 个 问题 


”长 期 以 来 被 称 为 广义 函数 论 的 一 个 困难 问题 , 李 邦 河 运 用 非 


标准 分 析 最 早 给 出 了 它 的 解答 . 我 们 现在 运用 华 的 思想 ,重新 
。T 。 


予以 处 理 . 

在 中 国 三 义 图 数论 的 先驱 者 中 ,还 应 提 及 冯 康 教授 . 是 他 
最 早 在 中 国 介绍 广义 函数 论 , 并 作 了 广义 函数 的 Mellin 变 
换 . 在 本 书 中 我 们 也 沿 着 华 的 观点 ,重新 作 了 处 理 . 

时 至 今日 广义 函数 理论 本 映 似 乎 已 经 很 完善 了 ,其 实 还 
有 许多 工作 和 需要 做 . 特别 在 应 用 上 ,虽然 有 了 许多 精美 的 结 
来 ,例如 在 线性 偏 微分 方程 论 上 的 应 用 ,特别 是 在 非 线性 双 曲 
型 守恒 律 方面 的 应 用 等 . 但 对 经 典 分 析 方 面 应 用 就 还 很 少 , 进 
一 步 的 发 展 还 是 值得 充分 注意 的 . 

这 本 小 册子 只 是 这 方面 工作 的 一 个 导 引 . 还 有 许多 丰富 
的 内 容 有 符 进 一 步 完善 ,这 只 有 符 于 来 日 ， 


作 者 
2005 年 5 月 


Preface 


Ever since the publication of L. Schwartz’s theory of 
distributions (Théorie des distributions, Tom [, J) in 
1950 — 1951, theory of generalized functions and its 
applications have developed dramatically. After having gone 
through some changes, it can be said that the theory has 
grown more and more in perfection, J, Miknsinshi, G. 
Temple, and M. J. Lighthill have even simplified theory of 
generalized functions, and made it a college course, Chinese 
mathematician Luoken Hua had noticed the generalized 
functions as early as the 1950's and had proposed his own 
interpretation. However, he only worked on a special case — 
the one dimensional periodic generalized functions. He did 
not continue to develop the area because he was occupied 
with other work, This present book is a collection of 
research on generalized functions according to Hua's ideas 
based on Hermite expansions. We have discovered that 
Hua's interpretation certainly has its advantages, as follows; 

First, we can introduce a type of generalized functions 
more general than Schwartz's distributions, which we call 
weak functions. In some sense, this type is the most 
generalized. These generalized functions still keep the main 


characteristic of the Schwartz's temperate distributions, i. 


eI: 


e., the Fourier transform of each weak function is still a 
weak function. Secondly, extending Hua’s definition a little 
further, we can introduce concepts of generalized numbers 
and generalized weak functions. Using these concepts, we 
can resolve the multiplication of weak functions, which 
therefore has included the multiplication of Schwartz's 
distributions. Such multiplication has been regarded as a 
difficult problem for a long time. Banghe Li was the first to 
resolve this problem by using non-standard analysis, In this 
work, we again research on this problem, by Hua's idea. 

Among the Chinese pioneer researchers of generalized 
functions, we should mention Professor Kang Feng, He was the 
first person to introduce generalized functions theory in China and 
did research on Mellin transforms, In this book, we also again treat 
Mellin transforms from Hua’s point of view. 

Certainly, theory of generalized functions itself seems to 
have evolved quite far in our time. Indeed, there have been 
many successful applications that have produced elegant 
results, Examples are in its applications to linear partial 
differential equations theory and to nonlinear hyperbolic 
conservation laws. However, there have been few 
applications to classical analysis, so it is worth paying more 
attention to developing further applications to such analysis. 

This book is only an introduction to such research 
results. There is still much rich content to be improved upon 
and perfected, which is only to be discovered in the future. 

the Author 
May, 2005 


内 容 简介 


本 书 以 Hermite 多 项 式 为 工具 ,引进 了 新 的 广义 函数 , 作 
者 们 称 之 为 弱 函 数 。 它 包括 了 许多 经 典 的 广义 函数 。 继 而 引 
进 了 广义 数 , 广 义 弱 函数 ,解决 了 弱 函 数 乘法 问题 。 作 者 们 还 
讨论 了 该 理论 在 经 典 分 析 例 如 Riemann zeta 一 函数 论 和 非 线 
性 双 曲 型 守恒 律 论 上 的 应 用 。 

本 书 是 华罗庚 教授 关于 广义 函数 论 思想 的 进一步 发 展 。 


Abstract 


By Hermite polynomials, this monograph proposes a 
new theory of generalized functions. The authors introduced 
a new kind of generalized functions called weak functions, 
which include many classical ones. Furthermore they 
introduced the concepts of generalized numbers and 
generalized weak functions, and then solved the 
multiplication problem of weak functions. They also 
discussed the applications of the theory above in some 
classical analysis such as the theory of Riemann zeta-function 
and the theory of nonlinear hyperbolic conservation laws. 

The present monograph develops Professor Hua 


Luoken’s idea in his theory of generalized functions, 
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第 一 章 Hermite 多 项 式 的 基本 性 质 


Hermite 多 项 式 是 一 组 正 交 多 项 式 , 它 在 数学 物理 和 数 
学 分 析 中 是 很 有 用 处 的 . 我 们 现在 讨论 它 的 一 些 基本 性 质 . 

1， 定 义 与 生成 函数 | 

EX 1.1.1 Hermite 多 项 式 H,Co 的 定义 如 下 : 

H.() = (— Def fet n= O12 LD 


n 


窑 易 看 出 :Ho (x) = 1,Hi (x) = 22, Hx) = 4x? — 2, H; (x) 
= 823 一 12z,，… 它 的 一 般 形式 为 


E 
_ (—1)*n! n 
H, Cx) = »» Er — 21310220 A y (1. 1. 2) 


其 中 | Z re 的 整数 部 分 

这 样 的 H, (x) 还 可 从 下 面 的 展 式 

wad = er = ee 一 y Hao, (1.1. 3 
中 得 出 , 为 此 只 需 注意 到 


9 "Tw 2 d" _ 2 
- | 一 ez T. (z—-t) 
9 t" J,—o dt 


t=0 
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一 一 一 © — „r 
= er I) gu" 


H F wlr dD H x 5t OBR. 1. 3) RE x,t BE 
何 有 限 区 域内 都 是 一 致 收敛 的 , 且 逐 项 可 微 ,因此 我 们 有 


= H(z). (1.1.4) 


a —x—Dw- 0, (1.1.5) 
Jw 
—— — 2tw = 0, (1. 1. 6) 
Ox 
(1.1.5) 式 , 有 
`> Han 623 — 925) BLO aN BD) pn = (. 
n=0 n. n=0 n. n=0 n; 
比较 刀 的 系数 ,就 得 到 
Hnn Cx) — 22H, Cx) + 2nH,1 22 = 0 (n = 1,2,.)., 
(1. 1. 7) 


由 (1. 1.6) 式 , 我 们 有 
> te 2D, —2)) Ba = 0, 
故 得 
HG) = 2nH,4(0 (-1,2,"29. (1.1.8) 
由 (1. 1.7) 式 和 (1. 1. 8) 式 , 得 
Hi G2 — 2xH, (x) + H’, (x) = 0, 
对 上 式 逐 项 微分 ,就 有 
H'.(23) — 2xH’, (x) +2nH, (ze) =0 (n= 1,2,). 
(1. 1, 9) 
此 为 H(z) 满足 的 微分 方程 ， 
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如 果 令 
u = e? HG), (1. 1. 10) 
则 u’ = e® (— zH,GO + H' G2. 
容易 得 出 
u + (2n - Du— zru — 0. (1. 1. 11) 
如 果 在 等 式 (1. 1.3) PS x = 0,801588] 
v 


H4,C0) = (— D”, Han (0) = 0. (1. 1. 12) 


由 等 式 (1. 1. 3) 知 
w(x , u) wx , vU) = elro) a 


= y Ha) Ha) us 


7! nl , 


myn 


得 eut) +2m 一 y H, Cz) H, Ge uy" 


ml n! , 


m,n=0 


故 
十 co 2 
» | H (DH, (xe dx 


m n! 


u“v" 


十 ce 2 
| e c or) eam dr = 


m, n=0 


_ =r») “ie 


十 co 2 
| H.GOH,GOedz—0, mn, 
| H&GOe7 dz = nln = d. 
今后 我 们 还 令 
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et H,, Cx) 
a, 


n 


gn (x) = (1. 1. 13) 


2. Mehler 公式 ,参看 [ B6 | 
如 果 | z |<, 


$5 eH, Ga) HO) 
24 $a tH, CoH, Cy 


2 Ae — 2 
= 1 exp 2^ — Sa 9 C1, 2. 1) 


/l—f 


此 式 称 为 Mehler 公式 ， 
证 — AX 


因此 (1. 2. 1) st 
Lat c . 
gen SE [o eta" em 
T n = 0 99799 n | 
e? Hy) [tooftoo 5 a. 
— | | e^ v -F2ixu4-2iyo—2twuo dudu 
Tt —ooJ 一 co 


rios. Do; 
e (1—t )u TZiGc—30u du 


e? (二 一 多 ) | 


"m 一 co 
l flee ey xc 
Forge y.) inet 


上 式 积分 与 求 和 之 可 交换 是 由 于 
[TS Cater ma 


= 0 


= o< 1 时 为 收敛. 
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3，H.(x) 的 渐 近 性 
在 这 一 节 我 们 将 探讨 H,(Cz) All dn (x) 34 n — ceo 时 的 渐 近 
HES. S u = TH, GO WEC. 1. 1 RA u 满足 微分 方程 
u + (2n4- Du = xu. 
将 右 端 看 作 已 知 ,u(xz) 满足 初 值 u0) = H,(0),w (0) = 
H (0) , 则 我 们 又 得 出 u 的 另 一 表达 式 


u(x) = H, (0) cosy 2n + 1x + H;CO) siny Zn T- 1x ele 
n 


+ = =|" usina F 1(x— y) Jdy. 


y 2n 
(1.3.1) 


由 (1. 1.12) 式 知 


Hen (0) = (— p» Pmt D 


Tn + 1) 9 Hoa (0) — 0, 


DI'(22 4- 2) 


H 400-0, Hani (0) = 2(—1)” léóm--D' 


WA. 3. D 式 可 写 为 


u(x) = ay cos(/Zn F Tz — 7 Her G2). (1. 3. 2) 
其 中 
Tae, n 为 偶数 ; 
(5-1) 
q, = ont D (1. 3. 3) 
一 -一 一 一 一 一 ， n 为 奇数 ， 


(eae 


6 Hermite JÉJT 5] V. pa 


rn = —5 F] LO F T lG- y dy: 
(1. 3. 4) 
当 z 为 任意 实数 时 ， 
Inc |< ydy| MIN y)dy} 


1 


alle 
5 esl. ydy| MN “ dy] 


_ Cn (n WT)? | zx È 
Qn N 2n+ 1 14245 

由 Stirling 3X AI, 234 n — eo Hf, 
an ~ 2? nei, 2nMmx-— atten, (1.3.5) 


ca 一 


E 


talc 


Ir GO | c E z | 


l 
n^ 


(1. 3. 6) 


由 此 知 对 任何 有 限 值 xz 而 言 
u(x) ~ a cos(/ 2n F lz— ^5 (n— oo), 


此 即 
HG) ~ ntete? (cos(/2nF 1 Iz—™*)+40)-% z |^ 
(1. 3. 7) 
H,(x) _# 
(x) = —————re^ 
A mn Wad 
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jo 
X MA 4 
(1. 3. 8) 
4. 了 (一 co, 十 co) 的 一 组 正 交 基 
我 们 令 
n(x) = gir) (Qr) = e H, Cx), 
È= Pn Wr hl) ==, — Q4) 


则 由 前 面 所 述 , 易 知 {( 必 (z)) 构成 一 组 正 交 系 , (h, GO) 构成 
以 e 为 权 的 一 组 正 交 系 , 即 
l, m=n; 


Nu Gd. GO dz 5 | 
X Mp — ÜOm;n? mn — 
d Pn O, men, 


Jt BI 
十 ce 2 
| b. Gh, (22€ dz = Onn: 
下 面 将 证 明 qu. GO RRL C— 6o, +00) 的 一 组 完全 正 交 基 ,我 
们 称 之 为 Hermite 基 . BVA 
定理 1.4.1 如 果 f(x) € (一 00, 十 oo0), 令 
-Loo 

an =| f GO Ym da (1.4.2) 

(积分 显然 为 收敛 ) 则 我 们 有 
十 co N 2 
[| #2) — Sangin (x) | dz - 0,24 N — co. 


(1. 4. 3) 
证 =A Mehler 公式 ,如 果 令 
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Ka, y,t) 
_~ 1 zy tx» 1.4.4 
ROP | 2 ine [| (1. 4. 4) 
则 有 


Std (Thy) = Kary. 0. (1.4.5) 
1 一 0 
AL A = < 
今 作 变数 变换 y 一 V ze 则 


-Loo 


1— z 


= "PLE exp| 一 x d du 


2 1—? " 
rst aap aye |e h 


此 外 ,不 难看 出 , 当 上 -> 1 时 ， 

K(x,y,—0, 当 | zy|> 6, 
且 这 种 收敛 对 固定 z,y 有 界 时 为 一 致 的 . 因此 对 任何 f(x) € 
Cr; 


十 co 
| KG. y,D fC dy 
十 ce 
=| K(x, y DCEO) — f(x) dy 
十 co 
十 F| Ky Ddy 


= [Ky GG) Ddy |KGsy DFO) 


ly-zl<e A>|ly—-z|>6 
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-oo 
— fla) dy + fn) KGiy.Ddy, 
BX 
teo too 
| Ky D ody- fof Kary ddy 


«e K(x1y,0)dy +M]K(2x19s2)dy, 
|y—zl«6 |y—r|»86 (1. 4, 6) 


此 处 由 f(z) 的 连续 性 , 知 | f(y) 一 了 f(z) |<e | y— x | 二 
6, 且 对 任何 y, 

| | f(y) |< M. 
故 由 (1. 4. 6) 式 知 


-Loo 
[T Ka,y D f(y dy > fla) >l. 
TE C1. 4. 5) 式 的 两 边 乘 以 f(y) 再 沿 ( 一 oo, +00) 积分 ,就 会 
得 
十 co 
2 aug. ln) =|" Key df Wdy > fla) Hr 1. 
将 上 式 乘 以 f(z) 再 积分 得 
2 十 co 
3 | f(x) | da. 


JG 


一 +o 
Da =|” | Fæ ldz (1, 4, 7) 
7 一 0 oo 


对 于 任何 fG € 三 (一 co, 十 cc) ,我们 知 必 有 f(x) € Cf, 
使 
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-Loo 
[站 fG) — f.@) ldz «e 


4 
“Loo 
anv = | fol apn GO d, 
则 有 
| UG - n | dz 
= [Go de d. 221a à; 
> |T | pcx) l'àaz- Dal 
一 | 一 (rz 一 Daga) “dz, 
同时 ， 
上 式 左 端 < 2| ^ | foo — f G0 ?de 
+2| C (a) 一 Ma ap; (x) } dx 
«2e 2([7 | felo) dz 一 < 3e, 
M n 充分 大 . 


故 (1. 4. 3) Sx E. 
以 后 简 记 LL (一 oo; 十 co) 为 Lz, 


I fll = ([ | fia) 
5. w.(x)B) Fourier 变换 


i 
2 
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tee 
7 Yn (x) e? dz 


— Peet yer a 


- are (a) 


d 一 Lzy — (——41,n 
显然 
1 十 co izy oA 


6. 一 个 恒等式 


为 了 以 后 应 用 起 见 ,我们 将 证 明 如 下 的 恒等式 ; 


3 H, GO H, Cy) 


n=O 2n | 


11 


(1.5. 1) 


(1. 5. 2) 
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— Ary Any) 一 Hoa (WH, (a) (1.6.1) 
(x—y)2™" m! 
证 “我们 只 需 注意 到 
[He GO H, Cy) — Haa G2H4C2) J 
— 2n H, GO Ha Cy) — HC Hi (a) | 
= 2(x—yH,GOH,CD; (n=0,1,2,.%), 
将 此 式 除 以 2^» HEISE n 从 1 到 mm 求 和 ,并 注意 到 Ho Cx) 
= 1,Hi (x) 一 2z, 则 得 


H, G2 H, Qy) 
-»2 EET > 


_ Hmn D) Hn Oy) = Hmi Cy) Hine) 2( 
2^3 1 
由 此 就 容易 得 到 (1, 6. DX. 
7. Hermite 展 式 的 逐 点 收敛 性 
在 上 面 第 4 节 我 们 已 证 明 若 fGO € Lz, M 


工 一 yy)， 


fi» — 3520 , 
此 处 级 数 右 端 在 Le 中 强 收 敛 ,而 
a, = NU f GO d (x) da. 
今 我 们 将 讨论 上 述 级 数 之 逐 点 收敛 性 , 即 若 f(x) 适合 某 
些 一 般 性 条 件 , 且 在 z 处 连续 , 则 级 数 右 端 在 工 处 收敛 且 等 于 
f(r). 为 此 我 们 把 级 数 写 成 如 下 形式 : 


f(a = Sane? Ha, cê = 2n Res 
n=0 n 
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fr) = > =H, (x), 
n=0 ~n 


4 g(x) = f)? SE 一 各, 则 级 数 变 成 


g(x) = So, H(z), (1.7.1) 
其 中 
1 è H, H, C) 4 
b, — i fixe . 
(1. 7. 2) 


一 L| eH a e * dz. 


问题 就 变 为 g GO 在 适当 条 件 下 ,级 数 (1.7.1) KERAHE 
T. 

下 面 的 定理 证 明了 Hermite 展 式 (1.7. D WERKA. 

定理 1.7.1 i g(x) 为 定义 于 区 间 ( 一 co, 十 ceo) 上 的 任 
意 实 值 函 数 , 并 且 满 足下 列 条 件 : 

D g(x) 在 任何 有 限 开 区 间 ( 一 a,a) 内 都 是 分 段 光滑 的 函 
数 ; 

D 积分 | izle g Godz 收敛 


WA gCGo 的 Hermite 展 式 逐 点 收敛 到 go ,只 要 glr) TE x 
点 连续 . 

证 ”首先 我 们 来 证 明 广义 积分 (1. 7. 2) 收敛 ,从 而 系数 
b, 是 确实 可 以 计算 的 . 事实 上 把 积分 区 间 分 成 三 部 分 ,就 有 
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十 co 2 
了 一 | scope 也,(z)dz 


= I, + I; + I. 
因为 这 种 积分 在 任何 有 限 区 间 都 存在 ,所 以 对 任何 a, T; 都 是 
有 限 的 ,我 们 现在 只 需 考虑 五 (0 可 以 作 类 似 的 处 理 ). 选择 适 
当 大 的 a > 1, 并 用 定理 1. 7. 1 的 条 件 2) ,就 有 


L< | "IgGDe* H, (x) | dz 


< 了 [| | ecoe? Lace [^ | Boe | de] 


«i[ 121 gae det | Hae | dz] 
< co, 
所 以 广义 积分 (1. 7. 2) 收敛 . 


用 S, GO 表示 级 数 (1.7.1) 的 前 (m 十 1) 项 之 和 , 则 


S. = >b, H, CT) 


n=0 


m 十 co ; 
= HG) = Ze H, (Dg dy 


_{™ yy 1 Si HGH, Cy) 
一 | gone 天 之 2551 dy 


十 ce 2 
__ Bie? K, (as y)dy, (1. 7. 3) 


其 中 
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_ 1 w^ H,COH,C) 
Ks (x, y) — = 之 7 mt 。 (1. 7. 4) 
由 (1. 6. 1) 式 我 们 有 
5 H, (x) H, Cy) 


n=0 2"n 
— Han) An COD — Hoa OQ) Hm Cr) 
一 (1. 7. 5) 


而 且 利 用 {w(x)) 为 正 交 基 我 们 可 以 直接 从 (1.7.4) 式 推出 
下 面 的 恒等式 


-Foo 2 
| KG, ye? dy — 1. (1. 7. 6) 
只 要 注意 到 
NU H,G)e dy = [e H,G)H (y) dy 
n n 05 
— M n=0. 


现在 设 z 为 g(z) 的 连续 点 .由 (1.7. 3) 式 和 (1.7.6) XX, 
我 们 有 


十 ce 2 
S, Cc) — g(x) 一 NES we” [g(y) — g(x) ]dy 


_ H,CGo [7 
2m ga hal ae 一 co 
gman hl a 一 co 


e? Hen (Cy)pCzyy)dy 


eH, (ola y)dy, 


(1.7.7) 
其 中 
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y—mr 
为 了 证 明定 理 , 即 


lim | S,. (x) — g(x) |=0, 


我 们 需要 证 明 下 面 关 于 gp 的 引 理 . 
引 理 1.7.1 ola) WE: 


1) v(x) 在 任何 有 限 区 间 ( 一 a,a) 内 都 是 分 段 连续 函数 ; 
2) | | x [*e7 好 (z)dz 的 值 是 有 限 的 . 


则 有 


"EA 
mo (2*5 Ir)? — 
存在 . 


证 ”首先 将 积分 (1. 7. 8) 分 为 三 部 分 . 
nt +o , 
| e* H, (x) eax) dx 


7 (2"n M x)? J 


"os Leu 


zm Ji +J: + Js. 


利用 Schwartz 不 等 式 
hi< aay fe 
E 


^ uo 
df Care eod] 


e* Hi(x) p(x) dz 


{|e C Hz)dz) 


1 
2 


(1. 7. 8) 


e | H,G2 || eo | dz 


il 
2 
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=J fe e Hedat 
AEA ergon] 
类 似 的 办 法 可 得 到 


一 好 x° H? 
| Ja EG US — f e orn; 


。 n e zi g(x) dz | 


to 一 


— I, . L. 
"n 积分 分 为 两 部 分 
e x° H? 
l = mz (x)dx 
— n? T. ove 
2"5n i +], | 
— In + The 
Ms= = (r2 mnm. x?-—n?), 
— : T 一 并 —3 H? 
le = m n d er 
nt e H? (x) dz. 
S 2n NR 


男 一 方面 ,由 (1. 3. 2) AGC. 3 6) 式 可 以 得 到 


E $2 
I <5 cin? -en- [" 1+5 
| In [S nm Wa 
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其 中 M 是 绝对 常数 ,因为 根据 (1. 3. 5) 式 ， E tn 


时 有 界 , 由 五 的 有 界 性 与 引 理 1. 7. 1 的 条 件 2) 推 知 ,可 选 充分 
大 的 a — a(e) 使 得 积分 Jis J3 都 满足 


hl<3  |Isi<ge (1.7.9) 


其 中 *e 为 任意 小 的 正 数 ， 
Bt a 为 上 述 取 定 的 数 , 再 用 (1. 3. 2) 式 可 得 


-oi i IN et qCx)cos (V2n-F 1x 一 5 dx 


二 | e gr, Go) dz], (1. 7. 10) 
因为 p(z)e- 294) BEE SE RON, BED n> co 时 ,第 一 个 积分 


TS ,并 且 第 二 个 积分 也 趋 于 零 , 因 为 按照 (1. 3. 6) 式 , 被 积 
PR BX 


e or.) = O(n) 


在 整个 区 间 ( 一 a,a) 内 一 致 成 立 . 又 因为 一 一 一 一 一 sn Ie A 


(2n Wr)? 
的 ,所 以 
lim; = 0. (1. 7. 11) 
由 (1. 7. 9) 式 和 (1. 7. 1D RAT, 24 n> NCE) 时 
PEL (1. 7. 12) 
D| 1. 7. 1 得 证 . 


现在 我 们 来 利用 引 理 1. 7. 1 完成 定理 1. 7. 1 的 证 明 . 
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任何 有 限 区 间 ( 一 a,a) 内 都 是 分 段 光滑 的 ,而 且 由 和 定理 1.7.1 
的 条 件 2) 可 知 | y l5? GO e 在 (一 co, 十 ceo) 上 积分 值 有 限 ， 


AATF IEA KA IER > c. 
Nu ly lg (ye dy 
zi ly l? iy gn gen EC | ex dy 
< (2) [ye [ey — GO Fay 


«2(;— b =| 下 yie) +H ela] dy 
«oo, 
所 以 利用 引 理 1. 7. 1, 9978 


lim (met _ e Hoa Cy) pla, y)dy 
"9 [278 (m+ 1) Ix |? 


— ]im mt fe e» Hna (ola, y)dy 
T EANAN 
= 0, (1. 7. 13) 
另 一 方面 ,根据 (1. 3.7) SE TRE AX 4 mooh}, 
(2m G--D va}? | Ha (x) 


(m+1)* 20 m Mr 


(mix). Hen (x) 


和 和 (m+1)*  2"Hml/x 


保持 有 界 , 所 以 得 到 
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lim[S, (2) — gG2] = 
定理 1, 7. 1 得 到 证 明 . 
8. Laguerre 多 项 式 
在 数学 物理 的 许多 问题 中 ,都 可 以 用 到 Laguerre EXE 
项 式 . 
Laguerre 多 项 式 Li (x) 定义 为 下 面 的 公式 : 


L(x) = M E rp") (n = 0,1,2,-, 
(1.8.1) 
其 中 实数 a > 1. 
对 右边 微分 , 就 可 得 到 零 阶 .一 阶 和 二 阶 的 Laguerre 多 
项 式 
L =l1, 
Li = 1+eae— z, 


Ts 一 ipa 十 四 (2 十 四 一 2(02 十 oz 十 2] 
对 于 一 般 n Er Laguerre 多 项 式 


So APOtetD Cr) 
DL, Go) = ID. Hamp (952 


T A k< n, Bü 


D(nd-a-d-1) 
IC& d-oa4d-1) 


= (n 十 a) (nt+ta— 1) [n+a— (n—k—1)]. 
可 以 证 明 Laguerre 儿 项 式 Lz(z) 在 区 间 L0o,ce) 上 关于 权 
PRAM p(x) = ate? 是 直 交 的 , 即 
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oo 
| reL (2) Lt (x) dz = arate 
这 里 
l, MESEN, 
Om n — | 
0, mn. 
而 且 


| "ea Le (r) Pde = (na) n ea D. 


Laguerre 多 项 式 还 有 下 面 的 递 推 公式 


y LG) = LEG) 
v=0 
和 
Lia) = Li (x) — LE (a). 
我 们 还 有 


4 


wast) = pA me? = Swe, 
计算 (1. 8.7) 式 右 端 , 有 


[v]: 
t 
AN 
R 
Ww 
"Uh 


n=0 
一 rín+a +1) 1 
一 之 Me D TkA+eatl k! an — £)! 
一 Tintatl) p 
加 > TCR 十 we 十 1) (n—k)! 


~ 
1 


\Patet) i 
下 (十 a 十 1) (n— k)! 


| 


a 
| 
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(1. 8. 3) 


(1. 8. 4) 


(1. 8. 5) 


(1. 8. 6) 


(1. 8. 7) 


Tt^ 
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ON 3 DG t mretD s 
(NS C aH 1 

$4 kl Q—p 
1 1 
(1—p9* 
= q(x,.t) 


9. Hermite 多 项 式 与 Laguerre 多 项 式 的 关系 
首先 我 们 要 得 到 Laguerre SHA Ls (x) 的 积分 表达 式 . 
利用 Bessel 咕 数 的 级 数 定义 做 下 面 的 积分 就 得 到 公子 


pet 一 N at)" J Jared, (1.9.1) 


其 中 J, (z) Æ v BH Bessel 函数 . 
注意 到 等 式 


EuJ OSD = v? Joa QD. 
此 等 式 可 以 用 Bessel 滑 数 的 性 质 


和 变换 x = 2 Wu 而 得 到 . 
于 是 将 (1 9. 1) 式 对 x 微分 , 便 得 到 


d” - co 
Ta anten = | E pnta VID de, 


(1. 9. 2) 
RUHm-—0,1,.2,:- 


CUERO TCT LLIN 
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S m= n FEAA] Laguerre 多 项 式 的 定义 (1. 8. 1) 便 得 
到 Laguerre 多 项 式 的 积分 表达 式 ， 


: | er* d tyne 
Lz(x) = "T dp zn) 


a 


= J. WH) (| at te tdt, 


BN 
L(x) = 


€ = £r JL aD ed (1.9.3) 


HEH a >— l;n = 0,1,2, 
这 个 公式 还 可 以 利用 解析 延 拓 推 广 到 任何 复数 x. 
由 公式 (1, 9. 3) 可 以 得 到 一 个 重要 的 推论 , 即 Hermite 多 


HAA Laguerre 多 项 式 的 关系 . RES a — 1, 并 利用 


Bessel PR A ZS sk 
JC» =, [4 cosx, 
TX 
Ji (x) = 4 sing, 
^ vc 
就 得 到 


—4 — eri © m 2 = 
Lz? (x) " | t Fag OS AV ane di 


ey |^? _ 1 
一 e t" ? cos(2 at )dt 
nim? 0 
= -< | unes nodu (S t= 22), 
mn 


(1. 9. 4) 
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1 tra au 2 . 
L? (x) = ez pa sin(2V zt) e*dt 
nl Jo xA xt 


e7 2 . 
= tt”sin( 2y at )dt 
n In Vx ab 


=e LJ. e ui sin(2/ modu, (1.9.5) 


男 一 方面 ,我 们 来 得 到 Hermite 多 项 式 的 积分 表达 式 ， 
利用 


_ 2 2(° _2 
e7 =| ex cos2atdt 
0 


VT 
和 Hermite 多 项 式 的 定义 
H, (2) = D'e? Se), 
就 有 
Han (x) = C De? = EN e” cos2atdt 
= (一 1)"er i^" cos2at dt. (1. 9. 6) 
所 以 


Han (VT) = C 1)"er a 2e| e f^cos(2 at) dt. 
(1. 9. 7) 
类 似 的 推导 ,我 们 可 以 得 到 


2 92nt2 foo» . 
Hon (xr) = —10D"^e- Tn | e* t" sin2Zxtdt. 
T 


(1. 9. 8) 
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所 以 
Haa (VX) 
= (—]1)"e7 。 = ° 2 | er P^ sin(2 Jat) dt. 
(1.9.9) 
比较 (1. 9. 4) 式 与 (1. 9.7) 式 就 有 
L3) = 5: I BU. (1. 9.10) 


比较 (1. 9.5) 式 与 (1. 9. 9) 式 就 有 


L? (£) = m d (1.9.1D 

上 面 所 得 的 公式 (1. 9. 10) ANCL. 9. 11) 建 立 了 两 类 直 交 多 

项 式 的 关系 ,由 此 可 将 Hermite 多 项 式 的 理论 看 作 是 
Laguerre 多 项 式 理论 的 一 个 特殊 情形 . 
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在 本 章 中 讨论 S 广义 函数 ,我 们 将 采用 Lighthill MJ 的 
著作 Introduction to Fourier Analysis and Generalized 
Functions, Canbridge University Press 1958 一 书 的 观点 . 

1. S 函数 类 

定义 2.1.1 KARS 无 穷 次 可 微 的 函数 f(x) 以 及 其 
各 阶 导数 ,对 于 任何 N, 当 xz 一 co 时 都 是 O(| x |-%) 时 , 称 
f(z) 为 S BRM. iA f(x) € S. 

显然 ,5 构成 一 线性 集 . S 函数 的 一 个 最 重要 的 性 质 就 是 
EX} Fourier 变换 为 自封 的 , 即 我 们 有 : 

定理 2.1.1 如 f(x) € S, WWE Fourier 变换 


gly) = 二 | f(z) e dr 


VE 
也 是 S 函数 . 
证 

|| 1 frdy,. Lay 
—_ 1 if) da 
= THT aglaw |e 
= OC| y |m. 

证 毕 
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我 们 还 有 : 
定理 2.1.2 如 果 f(x) E€ S, EW Fourier 变换 为 g(y)， 
Wi] F Cc) 的 Fourier 变换 为 jig(y), flax +6) W Fourier 变换 为 


(ay e*ig(2*). 
证 ORR. 
2. S 函数 的 Hermite 展开 
由 于 5 函数 f(z) 均 属 于 LC 00, +00) , 故 由 (1.4. 3) 式 知 
f(z) = Dj ag; (a), (2,2, 1) 


-Loo 
其 中 aj = BEO (x)dz. 
记 
N 
fn 一 >) aj; (x) , (2. 2. 2) 
j=0 


则 由 (2. 2. 1) 式 知 
ll f— fw | —> 0, 当 N 一 co， (2. 2. 3) 
其 中 


I fll = fl = (ra). 
定理 2.2.1 级 数 (2. 2.1) 是 一 致 收敛 的 . 
证 ”由 (2. 2. 2) 式 我 们 有 


N 
(fn) = 2i a ; Cx) 


N : : 


a Hermite 展开 与 广义 了 和 


N : 由 于 
一 2) (aja KS n 


Tl. (x). (2. 2, 4) 


| e Hy Cy) dy = Hy (0) — €* Hya G2. 


— QN 


BU 
"EL, A[7 
由 于 f € Le tk as — el. 


ner Hy (xe* dz 
f = Dd) bj), 
j=0 


=+" fixe? zu e Hy(y)dy 
十 co | / 
y=] f (x) bj G2 dx =|" flap ; Gio dx 


-| ND Jimma - [HL jos (2) |da 


— v /Za 
Qu 2 Qj —— 2 Jr (x) Cf (x) taf (xr) ) dz 
N —OoO 


fn = Db o 


一 | fenes de Hy (x) 


= oe Aya + e? Cf (x) o zf (x) dr 


d; Cz). (2. 2. 5) 


- 5| ES fea. 


IOn f Il +0, SNo. 


we 
我 们 知 


NFI 
-Foo , m 
而 由 (2. 2. 4) 式 可 得 “= |[ ne OCF GO + af Oda |n 0 


[Ni 
(fn) = (fn — ann 2 JN (x). 同样 | QAN+1 AGE. oo. 


| f£ — AO ls f£ — CON ll lana hy NM IEE || ~0, M Nee. 
(2, 2. 6) 对 于 任何 f E S, 我 们 有 


故 知 
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fl = 2) ff | ds 


il 
2 


«x([7 Paz) (71r co sas). 
BUR 


If fu P <2 E f£ — Gl 0. 
定理 2. 2. 1 证 毕 . 


3. S ER. Fourier 积分 的 反 演 公式 
今 设 fix) € S, 由 定理 2.2 1 知 


f(x) = 2 ag (x), (2. 2.1) 
X a; = | fay de 
为 一 致 收敛 的 . 因此 我 们 由 (1. 5. D RA 
_ lf" —iry 
g) =F). fide dz 


= 3p 


A]. e»; Gr) dax 


oo 


= Qua ; Dig Cy). (2, 3, 1) 
由 定理 2. 2. 1 知 gO) € S, 而 (2. 3. 1) 式 也 是 一 致 收敛 的 , 故 
| gerdy 一 Xa, (— D| y (ye dy 


= 2a Digla = ag; (x) 
J = 0 了 一 0 
= f(x). (2. 3. 2) 
BK g(y) 的 反 Fourier 变换 为 f(x). 


—— ÓM—— DÜ 


第 二 章 SS 广义 函数 简介 31 


现在 我 们 设 f(z), g(x) 为 任意 二 S AR, i F), GC) 
分 别 为 它们 的 Fourier 变换 , 即 令 


fG) = jag), FG) = 2;a,C- Dg. GO, 
n-—0 n-—0 
g(x) = bda(x), GGO = X) ba D". Gr), 
n -—0 n -—0 
则 我 们 有 
| f(x I? = X lalt, | FG Il? = Dp lav’. 
n= 0 n-—0 


(2. 3. 3) 


| fCx) |]? = | FG) |’. 
(f(x) gC) = (F(x) GY) = X abn (2.3.4 


十 eco 
其 中 (f,g) 一 | FaDg(Czdz 
(2. 3. 3) ,(2. 3. 4) 式 称 为 Parserval 等 式 . 


4. $ 广义 函数 
定义 2.4.1 38 f(x) E S, EXHI Fix) E S, 我 们 有 
lim | 77 E GOFGOdz (2.4.1) 


总 存在 , 则 称 序列 {f(zx)}) 为 正则 的 . 

定义 2.4.2 ”如果 两 个 S 函数 序列 所 得 到 的 (2.4, 1) 相 
等 , 则 称 此 二 序列 等 价 . 

定义 2.4.3 一 正则 序列 定义 为 一 S 广 义 函 数 f(r), — 
等 价 正则 序列 所 定义 的 S 广义 函数 相同 ,而 


32 Hermite 展开 与 广义 函数 


| ADF) dz 定义 为 lim T f(a Fda, 

对 任何 F(x) € S. 

定义 2.4.4 如果 f(x), g(a) 分 别 由 S 函数 序列 f. (x) 
与 g, Cx) 所 确定 , 则 其 和 fio) + g Go 由 f(x) 十 g(x) 所 确 
AE FIL P GO 由 fin GO. 所 确定 ,flaz 十 5b) 由 falar +) 所 
确定 ,f(x) 的 Fourier 变换 F(x) 由 f, G2 Fourier 变换 
F,Cx) 所 确定 . 

我 们 有 如 下 的 基本 定理 . 

定理 2.4.1 对 任何 S 广义 函数 Cz), 


f(z) = > apa), (2. 4, 2) 
j=0 
其 中 aj =| fay (ade 


的 收敛 是 弱 的 . 
为 了 证 此 定理 ,我 们 需要 如 下 的 引 理 . 
引 理 2.4.1(|B4]) Hea, 为 数列 ,zx = O(n) (44 n 


co) IFAD ara, 为 绝对 收敛 , 且 当 m — ce 时 有 极限 , 则 
>, lima? = lim Dy a”. (2. 4. 3) 


证 ”如 采 绪 论 不 成 立 , 则 对 于 任何 es 之 0, 有 一 个 六 的 无 
穷 序列 存在 ,使 


CO oo 
| > | lima? — lim > p 
n=0 "99 m> 4-0 


> Es (2. 4, 4) 
这 就 是 说 
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lim >) a? >e (2. 4. 5) 
m> n= NHL 


或 一 一 s;, 故 必 有 N 的 一 个 无 穷 序 列 满足 二 者 之 一 . 为 明确 起 
Jo, ,假定 (2. 4. 5) 式 成 立 . 设 这 些 N 中 的 第 一 个 是 Ni ,然后 用 
归纳 法 定义 两 个 序列 N,,M, 如 下 : 
设 已 经 定义 了 和 Ni,… N, WEC. 4. DAMM Ma 
然后 选择 M, > Mua ,使 对 一 切 m > M, 有 
y a? > Se. (2. 4. 6) 


n=N +1 


然后 在 满足 (2. 4. 5) MM Na > Ni 使 


Ss) nlal<e, (2. 4,7) 


P 
这 是 因为 

3. 
第 对 收 伍 . 然后 以 过 ERUIT n AYN, HCE STE ce 时 
z, = OGD ,因而 | 


2er = Y >) a (2. 4. 8) 
s=] n=N p 


(由 于 左 方 为 绝对 收敛 ), 令 m4 二 M, , Mh C2. 4. 6) SK, C2. 4. 7) 
式 有 


X D a> (ge) (2. 4, 9) 


因此 对 于 M, „M; , Ms 9 °°" 3 5 X4 无 限 增 天， 与 假设 矛盾 ， E 
不 可 . 证 毕 . 
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定理 2.4.1 Z uEBH i f(x) 由 S 函数 正则 序列 fa Ge) 
所 确定 ,由 于 y; (x) € S.A 


十 co 
a; =|" f(a) gj GO dx = lim Tf (2) gj G2 dx = lima’, 
id e € S, 由 定理 2. 2. 1 知 g(x) 可 表 为 一 致 收敛 的 级 数 


g(x) = >) bg; G2, (2. 4, 10) 
j=0 
十 co 
EF b; = | g(a) yy Gods. 
由 于 
一 凶 十 好 访 一 (27 十 1 必 ， 
可 得 


一 多 十 zzp 一 2, Qj + Dby;. (2. 4. 11) 

易 知 (2. 4. 11) REWA FOL, (— 00, +00), dit 

> (25 4- 1)! < co, 
RIL HC. n 可 得 对 任何 A TE RY A 都 有 

> (2j 4- 195? < co, (2. 4, 12) 
对 任何 实数 到 zj, x; = OG) (25 j > oo BD. 我 们 将 证 明 

pa) = >) zibigi Gr) 
为 一 S PR 3x ARIE BSI EE RI A, H (2. 4. 12) 式 可 知 


2; (2j + D? xb! < oo, (2. 4, 13) 
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因而 知 
x"gQx) € Le, cig? (x) € L. 
但 
Gad? = >} afzjb;, (2. 4. 14) 
j=0 
> Lar || xb; | | Sar | 31230? 
j=0 j=0 j=0 
= | lel. 


BI (2. 4. 14) 式 右 并 为 绝对 收敛 ,日 


lim ¢ fin Cz) (x2) = lim 2 a7 jb; 


存在 , 故 由 引 理 2. 4. 1 知 


im Da; = = Lab; = = lim fm (2) plx)? 


所 以 


f(x) = Xap; la). 
j=0 


定理 2. 4. 1 证 毕 
例 2.4.1 f(x) = d(x). 


由 
file) 一 er es 
我 们 有 


| smDFCodz= lim| e 


1 
2 


| 


9 
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我 们 知 
Ca) — 3m (x), 
其 中 
-Loo 
à; 一 BEO (Z)dz = J; (0), 
故 得 
SCZ) = SOY (x). (2. 4. 15) 
— 7 EL RARA ROREM TR BR ail BY A — J” SC PRB, 
具体 来 说 我 们 有 


定理 2.4.2 设 存 在 N 二 0, 使 
(14-32) f(z) € LC œ, 09), 
则 必 存 在 一 串 S 函数 f. (x), AE 


十 cc 十 ce 
lim| ^ f, GO F(a) de =|" f(x) F(x) dx 
对 任何 Fo) € S 均 成 立 , 这 就 是 说 存在 S 广义 函数 (x) ,使 
NU f(z) F(x) de = N f(x) F(a) de. 
此 式 左 端 积分 为 广义 函数 的 积分 , 右 端 积分 为 普通 的 
Lebesgue 积分 ,因此 我 们 可 以 认为 函数 f(z) 是 一 广义 函数 
f(a). 


EK s(x) € CC LDosGO 50, sade = 1. 
定义 
Tee E 
f, Cx) = | fQDsnG — ane dt 
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我 们 现在 可 以 证 明 f, Co) € S. 
对 任何 M > 0, 有 


| FP (x) | = [noc (— n)?s\? (n (t — x) inet dt 
« n? max| s? (9 | e 7 r NIENTE I+ 1)? }% 
[Las ex* | fO | de 


= Ol| z |), 
此 处 我 们 用 了 
Izil—1«litli«l z | 十 1 
当 了 一 co 有 时 


[WF -| FoDFCDdz 


— | KM fet F(t— 2)q—| f(a) F(x) de| | 


| fI» et F (i 2) Fco jd 


< max 
Iyl «1 


- [T foro e^ I 
« [^ 1/0 EE max EF GO | ]à 
+ roro la 
<4)" yo | gt | £0 | Eid, 


其 中 A 和 B 是 常数 ,上 式 右 端 当 n 一 吕 时 一 0. 
故 定理 2. 4. 2 获 证 . 
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一 SJ 5 
由 定理 2. 4. 2 知 普通 函数 1, | x ds | x llog | x | HS 第 一 章 SJ XGA 39 
广义 函数 ,二 也 为 广义 函数 , 它 可 定义 为 -log | z| ,下 面 我 们 我 们 有 i 
1 |. 
可 以 例 举 其 中 一 些 的 Hermite 展开 . EC aornayonn(z)， (2, 4, 18) 
2.4.2 EFRA 1. 其 中 
我 们 有 ea = n H aH (x), 
1 一 六 | 7 4. (dip, C) — a 
T (tee Conti 一 co 
-> | yen CO dios (a) in 
- "n . 
一 >, l| Hs, G) €? dijs, (x) | Li (zx2)e dx 
n=0 C2ny 一 co 一 co 
= x, C^ Bu Q0) gu. Go) = [riot 
n=0 n 
= 3.1 
= / 2m ? | de. CO) C— 1) "bon (a). (2. 4. 16) 一 rete, 54332) 
n=0 3 9 2 ? 2 , 
l, X > 0, n!T(5) 
例 2. 4.3 Wi sone =| o 
9 xw 。 r(n+3)2v2 ] 
我 们 有 = | 0 2w)"du 
»[- (D dios is (2) | 
SFH 一 sen X 
g |。 gnijzsua losa r(s4- 3 
— — — Ji: 
= >) D'Boa deu GO. (2. 4. 17) n! 
n=0 1 
Jn = 242| (1— 2w)"du 
too 
VIER pea = [E (7 Senay | 


1 ] 0 ) 
=| s(1—s)4ds+| s"(1— s) ?ds 
0 一 1 


例 2.4.4 函数 二 
-ado 
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故 


， 厂 (2 十 1)1 Ja 
YOU 


C 2ntl 


= YEj OSs 


Q2ntl 一 (— 1) 


(2, 4. 19) 
5. S 广义 函数 的 Fourier 变换 
我 们 已 知 任何 S 广 义 函 数 f(z) 均 可 由 其 展 式 (2. 4. 2) 之 
部 分 和 


fn = 2,28; 


所 确定 , 由 定义 知 f(x) 的 Fourier 变换 必 由 fw Cc) 所 确定 , 故 
由 


f(x) = lim (fr) = Day (a) = 248; (— Diyg; G2. 
例 2.5.1 4 f(x) = 8l), M 


f(z) = > J; CO ds GO 


E 


bj (0) C— Dig; (x) 


j 


= Š) y (0) (— Digs; GO. 


j=0 


Pd 


由 (2. 4. 16) 式 ,1 = 3m (x). 


[Li COdz = 0, j= 241 
b; -一 

-oo 

[T pdr, j = 2k 


第 二 章 S 广义 函数 简介 


一 V2r( 一 1)502(C0)， 
故 


SCz) 一 d. 


VET: 
例 2.5.2 f(s == 


HO. 4.18) 式 , 我 们 有 


f(x) = = Yeung Went (x) 


=> Ont C— 7 Ponta Cr) 


— iy} (— Dazn Ponti C2). 
HO. 1.12) 35,01. 8. D R, 0. 9.11) 式 , 我 们 可 以 推出 


; 42 
(1—27 XP 5. HB | 


— p»? 223 CO) — 
故 有 


D1 Ponts (Das t" _ 24/20 0-07 


l—t 
和 


oo 


24 o sgnaxos i Gr) dac Jt" 


n=0 


_ 4 (1—0D7 
Vx itt 


41 
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pea = MEC (x) dx = 2 L'am. 


故我 们 有 


一 一 1 |-> SENZ. 


1. 华罗庚 :站 于 1957 年 提出 了 研究 广义 函数 (周期 ) 的 新 
途径 
华罗庚 先生 给 出 的 广义 函数 的 新 定义 如 下 E D 
十 ce 
2j a, e"? (3. 1.1) 
HY Fourier 级 数 就 定义 为 一 个 广义 函数 ,我 们 并 不 管 这 级 数 收 
SX Ej AS LPL uO) 表示 . 令 
十 ce 
v(8) = >) b,e"?, (3, 1. 2) 


十 co 
Au(8) +o) = > Qa,.-Fb,)e? — (3.1.3) 


仍 为 一 广义 函数 , 故 广义 函数 是 一 个 线性 集合 . 如 果 级 数 
Daba 收敛 , 则 此 值 称 为 广义 函数 (9) 与 uO) HAR, 以 

对 于 上 述 广义 函数 的 定义 , FRAT AT — RUE she fi 
RRO | 考虑 级 数 (3. 1, 1) 的 n 次 部 分 和 


falx) = 2 aje” ; (3. 1. 4) 
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N 
K = lg, p= Dbjer, N=0,1,2,.}, (3.1.5) 
j=—N 


ERP KK 表示 所 有 三 角 多 项 式 的 集合 . 
则 


(frp = i fa 7225323 n>N, 


j——N 


故 
Cf.) > 214563) 5 n —- O9, 
也 就 是 说 ,部 分 和 f, 对 KK 来 说 为 弱 收 敛 , 故 形式 Fourier 级 数 
too 
2; aje” 
恒 可 以 看 作对 K 弱 收 敛 的 Fourier 级 数 . 
2. 4 Hilbert 空间 的 推广 
我 们 可 以 把 上 述 思 想 推广 到 一 个 抽象 的 Hilbert 空间 . 为 
简单 起 见 , 先 考虑 实 Hilbert 空间 . 当然 这 里 的 理论 也 容易 推 
到 复 Hilbert 空间 上 . 
设 H 为 一 个 具 (,， 内 积 的 可 分 的 Hilbert 空 空间 , 则 必 存 在 
— TEACHER (es » m — 0,1,2,*) , 设 
K = Spaníe,,n = 0,1,2,*:], (3. 2. 1) 
如 果 fE H, MRA 


f= Sp = lim f, = lim >) ajej, 
j-0 meee nj 
? Taj «oo, a; = (foe, (3. 2. 2) 
j=0 
如 果 
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34-6 
MRITA H 单 定理 如 下 ， 


定理 3.2.1 对 于 任意 实 {aj) ,级 数 


Saye; (3. 2. 3) 
j=0 


XI OK fase, HA FE K,.K 表示 天 之 线性 (可 加 ) 泛 
PR. 反之 ,任意 K 之 线性 泛 函 f 必 可 表 为 对 KK 弱 收 和 伍 之 级 数 
(3. 2. 3) XX. 

证 —HBock, 


N 
p 一 > Be)» 
j=0 
N N 
(fp = (2 40 2, bep 
j=0 了 一 0 
N 
= > ab; WEA n>N. 
j=0 | 
故 


N 
(fas? > Siab n 一 > CO, 
j=0 


这 就 是 说 (3. 2. 3) 式 弱 收敛 , 记 其 和 为 上 BA f 为 K 之 线性 
ZA. 


反之 ,如 果 SHK 之 线性 泛 函 , 对 于 任何 9 一 Dbe 


N co 
Fg) = dbf o. fle) = a; REWEL a;e WK Z 
ZR PEY PR , 表 之 为 g , il 
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co N N 
qp = (D>) ae, >) be) = 9 aj, 
了 一 0 j-0 j=0 


故 


例 3. 2. 1 H = l,e; = (0,… ,1,.… ,0), 则 


f= > os = Cao sai 9°99 9; 9t) 
表 所 有 无 穷 维 实 向 量 . 
例 3.2.2 el = cosnz,e = sinnz , Jill 
(el,e?,n — 0,1,..} 
为 L, (0,27) 之 一 正 交 基底 , 故 
f= P 十 5 (a;cosjx + b;sinjx) 
为 实 域 中 的 华 广义 函数 . 
3. 实数 轴 情 形 
在 应 用 上 最 重要 的 情形 是 实 直线 , 在 这 种 情形 , 我们 取 
H = L, (— oo, Teo). 
在 第 一 章 已 证 
d. (xr) = 


9 


H, (x) _2 
——e 2 
Cn 


2 


H, (x) = Hermite 多项式 = (一 1)"er de , 
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é = Pn Wr, n —0,1,2,:- 
构成 L (一 co, +00) 的 一 组 完全 正 交 基 . 
由 定理 3. 2. 1 知 对 任何 实数 列 {aj}， 
2 agp; Go) (3, 3, 1) 


恒 对 
K = Span{ gp (x) »n = 0,1,2,.) 
为 弱 收 敛 , 设 其 和 为 f(x) , 则 属于 天 ,其 中 K 表示 KK 之 所 有 
为 区 别 于 其 他 广义 函数 ,我 们 称 它们 为 弱 函 数 . 
例 3.3.1 3 RR 
以 下 级 数 
> p (00 gj (x) (3. 3. 2) 
co N 
(06,9) = (2 950g; GO. 2. b; Go) 
N 
= >big; (0) = eC). 
对 应 于 (3. 3. 2) ARMEER IE BY ER 
i(a,t) = 3 d; (Og (xe. 
根据 Mehler 公式 ,我 们 有 


_ 1 zo 0 x |l 
lrt) = TIE rz 
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— 2 


1 ote, 
rE l 2AA | 


(3. 3. 3) 
4 
lr 1 2 
l—?g 2r (l+£)2r 
一 一世, 龙 (1 十 2r) =1— 2r, 
2 — l— 2r EN 2 _ Ar 
t SIF l 5 TY 
故 
1+2r x 
(zr,1t) = ex 全 到 | 
VArr p 4r 


此 人 花 括 号 内 表示 正 是 热 核 . 故 有 


iD — 1 MD M r1 Bf. 
例 3.3.2 WÈ f Wes wR, 则 cf 亦 是 , 其 中 xf = 
^ B 
cH, = nH,4 +, 
知 


Wn - es 十 a la. 
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EX 


g(a), | (3.3. 4) 


T1 
一 apu tam Jt 

上 式 右 端 显然 属于 K’. 
例 3.3.3 如 果 8 为 弱 函 数 , 则 f 亦 是 ,其 中 


f = 2 apj (x). 


j= 0 


-$ 


我 们 有 
y= HEF H a 
一 lc re * H; Cx) 十 e H’, (x)) 


J 


—— a; Cx) 2E 
Jj 


—— a; (x) +) 2j GO » (3. 3. 5) 
故 
f =— xf + 33 VEG T Damp GO (3. 3. 6) 
显然 上 式 右 端 属于 天 


例 3.3.4 测度 . 
设 u 为 对 应 于 (Cn (— co, ]- co))' 的 有 限 测度 ， 
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第 三 章 PAK 51 


KP = | ,9 dus 


3 27 +1)*6? Co, 
uCp) X Cy(— 0o, +00) EREHE BR f 24 jT D85 <+ 


A 一 327 a; =| dida. : S 所 二 Yap 则 对 m > n. 
FOB u PRA u Zr X Radon-Ni-kodyn 导数 . (fis pn) = Las, > 5» b, TENES 
t ST XEK 故 ( ) 为 S 的 线性 泛 画 
我 们 有 如 下 定理 ， Jug 
定理 3.4.1 JAA (fis = 2 ajb;. 
f(z) = > apla) 我 们 取 X = N 十 2， we 
X S PERERA NTR, 使 > a < C» bm dj Hs < CM ar aap < 
Qj; 一 J 。 \ 
证 ”充分 性 故 级 数 > a,b, 一 致 收敛 ,而 
设 a; = OG) ,我 们 已 知 对 任何 o € S, 则 l - 
S | Gao? — >} ajb;, 3 n> oo 时 . 
= P? big. =e 
97e? 故 f, > SS 为 弱 收 敏 , 由 第 二 章 知 NI RAL, BI fe S. 
由 定理 2. 2. 1, 知 此 级 数 为 一 致 收敛 ,由 于 必要 性 . 


— 4t ay — (2j+ Dy, 设 /为 S 广义 函数 , 则 对 任何 po € S, 


(fo? — lap; 
如 果 和 N 不 存在 , 则 存在 一 串 A ,*** T PPLLL ,使 对 这 些 jr RITA 
» | aj |> ji. 
2; (2j + D*5j < 十 co， AR 5; = 0, MR j A jb; = az WE; — j, 容易 看 出 ,一 
依 此 可 知 对 任何 正 整 数 A, 


A 
—9 十 zzp 一 3 (2j; + Dbjg;. 
易 知 ,上 式 右 端 属于 Li (一 co, 十 co) T5 


2 by 属于 9 ,但 
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SE = >) 43, 一 十 ce， 

这 与 f CS’ 矛盾 , 故 存在 N 使 oj = OG). 
5， 高 维 情形 

所 有 上 面 的 讨论 ,可 以 推广 到 高 维 情形 . 


我 们 考虑 
H = L1 (O7), 


4 j — GIPLISIDE £ Cx1 ap) s 
W(x) = pj, G5, Cu). 
RAAE, P WRL R) 的 一 组 完整 正 交 基 , 故 


K = Span{W (x2) (3.5. 1) 
上 的 线性 泛 函 可 表示 为 
f= 3-4 a; = fT). (3. 5. 2) 
我 们 注意 到 
—Aptew=(2|7l4+0Y, planar tin 
(3. 5. 3) 
故 可 以 考虑 n 维 椭 圆 型 方程 
— Nud- z'u = f. (3. 5. 4) 


如 果 f 为 K 上 的 线性 泛 函 ,例如 为 一 测度 py, 则 我 们 可 找 
到 方程 (3, 5. 4) PENT R" 上 的 广义 解 为 


j| dej OG. 5.5) 


j=0 


广义 解 可 定义 为 


oo ^o H""Kme TE ee oe ee Le 
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Ju— ad E rpd =f), gEK. 
如 果 
f= SCz) = Dv (3. 5. 6) 


则 我 们 可 得 上 述 Hermite 椭圆 型 方程 (3. 5. 4) 式 的 基本 解 为 


E(z,0) = > cA AG. (3.5.7) 


lj lt”) 
6. SESS H 
如 果 弱 函数 
f(a) = aa GO 
的 系数 满足 


lim | a, |* <1, (3. 6. 1) 
则 我 们 称 f(x) 的 集合 为 华 类 H. 
此 对 应 在 单位 圆 情形 ,华罗庚 定义 的 广义 函数 


十 co 
Și ae" 
的 系数 满足 
lim | a, lz <1, (3. 6, 2) 
这 时 所 对 应 的 z,z ERR 
> Anz” + ane (3. 6. 3) 
Al z |< 1 内 的 调和 函数 ,日 Fourier 级 数 
ve ei? 十 3" 


n=] 
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可 看 作 调 和 函数 (3. 6. 3) 式 的 边 值 , 


同样 
> au (x) (3. 6. 4) 
可 看 作 方程 
u: — un ——axuw t0 (3. 6. 5) 
的 解 


u(x,D = ae Py, (x), t>0 (3.6.6) 


n=0 


的 初 值 w(x,0) = fCGo. 

我 们 注意 级 数 (3. 6. 6) 式 在 条 件 (3. 6. 1) 式 下 对 1 二 0 的 
任何 有 界 域内 是 一 致 收敛 的 . 且 其 对 t, 对 的 微 商 也 是 一 致 
收敛 的 . 因此 在 i > 0, 它 的 确 是 方程 (3. 6. 5) AWAR. 

如 果 f(x) € C( 一 co, 十 co) 

十 co 
a, = | fO. Qd» 
故 由 Mebler 公式 ,(3. 6. 6) 式 变 为 


uz = e| FO) 21 QD. GO e "t dy 
—99 n=0 


十 co 
一 zi K(x, y, €?) fy dy, (3. 6.7) 
此 处 
E 1 x —y ^ (rw) 
KCx,y.t) = | 9 1—# , 
PEPE (3.6.8) 


对 非 齐 次 Bergers 方程 的 初 什 问题 
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U, F uu, = a T 4T, 
| " (3. 6. 9) 


u(x,0) = Uo (x) 
的 解 , 作 Cole 变换 


plz) = exp(— zo Dd]. (3. 6. 10) 


就 得 到 
— — 一 元 
Pi Mp = o> 
p(X,0) = w(x) = exp| 一 3, | wocz)dz| , 
(3. 6. 11) 
册 作 变换 
x 一 VAz ， QC, t) — g ux st) = Prt), 
则 
人 
E (3. 6. 12) 
dc 0) = po Qux) = de Ge). 
由 (3. 6. 7) 式 知 
/ Teo / / 
plr t) = eo| KG VO) Cy dy" 
Aa[ 56.4 X X 2 lg Cy) 
=e! K|, ,e [ea 
| Kr P 
因此 


Md [tee 1 1 {xf 一 
(z — 2| exp = |S YY 
™ Gl Ta a 2 
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一 二 二 gy) dy 0c cu =e, 
(3. 6. 13) 
4 
oy y 
F(x,y,t)-—— E — y — ru (y)dy 
= -lt5g 十 yy — Amt +’ uo Cy) dy, 
得 
_ 6 [ww 1 / 
g(x >t) = ea | 5 Fyt) dy 
我 们 注意 到 


F. =2(Lts, at), 


p— fer 
# Cauchy 问题 (3. 6. 9) 式 的 解 
[T Fyt) exp] IF ryt) |dy 


| 一 ep 人 一 FF erst jd 


a 7 Es “1 Berle geh o 


t 
| exp| 一 元 aE (xo yot dy} 
(3. 6. 14) 
利用 此 公式 ,我 们 可 以 证 明史 当 y 一 0 时 , 趋 于 方程 


ws F uu, = 4x 


的 可 以 具 间 断 的 广义 解 . 
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7。 弱 函数 的 Fourier 变换 和 Mellin 变换 
对 于 任何 弱 函 数 
f(x) = 30m (x), (3. 7. 1) 
FA SJ X B Fourier 变换 的 启示 ,我 们 可 以 定义 其 Fourier 
变换 f(z) 为 
f(x) = aig; (x) = Sa (Dig (x), (3.7.2) 
fG)- Da J (x) = > CF Dig; GO. (3. 7. 3) 


这 样 我 们 就 知道 对 于 任 一 E 函数 ， 其 Fourier 变换 和 反 
Fourier 变换 均 为 弱 函 数 ， 
BRU 曾经 研究 过 Schwartz 意义 下 分 布 的 Mellin 变换 ， 
在 这 里 我 们 研究 弱 函 数 的 Mellin 变换 . 
经 典 的 对 连续 函数 f(x) 的 Mellin 变换 MC f(x)) 定义 为 
FG) = MF) 一 | zzDdz， — (3.7. 


其 反 变 换 为 


K ) 一 产 | Fc Yad (3. 7. 5) 
IJ = ai Lion SIZ S. ef, 
PEAR HA x = é& ,我 们 就 得 到 
doo | 
Fs) =| e* f Ce) e"* dé, (3. 7. 6) 
s=rtit. 
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定义 弱 函 数 的 Mellin 变换 ,我 们 有 下 列 四 种 推广 ; 
情形 A eif 为 《的 弱 函 数 , 即 


et fle) = Sag. E. (3.7.7) 
在 这 种 情形 ， 
FCs) = Sa, P 2nd. CD. (3. 7. 8) 
如 果 存 在 M > 0, fil 
a, = O(n"), 
则 ef fC) AS)” MPRA, FCs) OBZ. 
情形 B 
fle) = Sag O. (3.7.9) 
此 时 我 们 有 


[T er etn O dE = Vm — io), 
故 
FG) —/ 2x 9a, i" Ct — io). (3, 7. 10) 

故 由 Parseval AR, RAIA («C£ — io) n = 0,1,2…}) 在 
虚 部 为 一 c 的 直线 工 上 形成 工 ;( 工 ) 一 组 完全 正 交 基 , 放 FC) 
€ K (K 之 线性 泛 函 集 ), 其 中 

K = Span{ yn Ct — io) n 一 0,1,2,*:*,0 <o < 二 1}. 

情形 C 我们 知道 gg ML, (0,00) 的 一 组 完 
全 正 交 基 , 故 如 果 
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Fx) = Da dha (dgr), (3. 7.11) 
即 
f(a) € K',K = Span(z* y, (lgx) n = 051,25°}, 
则 
F(s) = Daf xy, (lgz)dzr 
= = Daf eft eC) Ey, (E) dE 


n=0 
= Sarip aio D), (3.7.12) 
n=0 
此 时 
F(s) c K’, 
其 中 
K = Span(g. (t — (6— 32) n = 051525), 
情形 D RIIA Laguerre 多 项 式 
Le (xz) — EL (e tante) 
ON |" 


—i—) m! 


E Tatatl Cv) 


PR tat) ET bt Oe been 


构成 的 


i 


[an!l V pa) tet = e 
P(T) = GTD. Li(a)xzte? n = 0,1,2, 


(3. 7. 13) 
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为 L;(0,co) 的 一 组 完全 正 交 组 . 
如 果 
f(x) = > apal), (3. 7. 14) 


n=0 
Bp f(z) € K ,其 中 
K = Spang, (x). = 0,1,2,--), (3.7.15) 


则 
F(s) = | 27 fdz 
= Pa) 27e God 
n=0 0 
NN [al PS? a antet) aua 
= 224 FF 二 | Djaz etat e dz 
227 mm S C DTGctatD oc 
Z7 ITO -Fad-D]| Z4 TG-cad DERIG-—2! 
JE X RP RE e —? dr 
2o n ( 2:8 
= 25 alna Fa DJ? UE Fat DAG E] 
TG SO (3. 7. 16) 
如 果 记 
"no = | a d. GO dz (3. 7. 17) 
则 有 
FG) = Janga C3). (3.7. 18) 


n=0 
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由 Mellin 变换 的 Parseval 等 式 
clio ~ ~ oo 
= — PhD) Gn — sds = | Qu TI Gm (TI = Om 


O71 c 770° 


则 我 们 知 


F(s) EK, 
其 中 
K = Span(g,(1— ,n = 0,1,2,:«). (3.7.19) 
8. Mobius 反 演 公式 
陈 难 先 等 导出 了 如 下 的 Mobius 反 演 公式 : 


在 茶 些 限制 下 , 如果 
g(x) 一 > (ke), x>0, (3. 8. 1) 
则 必 有 ~ 
f(x) = 3380590) (3. 8. 2) 
我 们 将 要 把 它 推广 到 弱 函数 情形 
i 
eff (ef) = Sas. (3. 8. 3) 


n=0 


Fl) = dane, 
(fCeD 07h; COD = aj. 
我 们 采用 情形 A 的 Mellin 变换 ， 并 用 Fo), 
F?! (@(6)) 表示 oC) 的 Fourier PR AW Fourier 变换 , 则 有 
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Mf (x) = FU ef) = P ja,F3 GQCO)CD. 


(3. 8. 4) 
记 f(x) 的 NN 次 部 分 和 为 
N 
Ful) = Dax yy ge) (3, 8, 5) 
则 
N 
xf nhc) = K > anpa gz + lgk), 
故 
| 27 fv Rede 
十 ce . 
=| et fn (eet ede 
too N 
= e| » Ann E+ lgk) e^ d£ 
N 
= ka d» CO e* dé 
N 
= k* >) a,F— (gp, (8) (2). (3. 8. 6) 
如 令 
on(€) = > kp, EH ghe, (3. 8. 7) 
k=] 
由 于 


| dn (E+ Ig) |C), o1. 
EXC. 8. 7) 式 右 端 对 《是 一 致 收敛 的 , 故 
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so N N 
| “2 > apr (Iga) da — Zt) 2 ja. F^ (ys) QD 
此 即 


N N 
Fe > ao, (©) = 08) 2 ja F1 ge (O) (2). 
1 一 0 n=0 


(3. 8. 8) 
4 
gn(x) = >) fnk), (3. 8, 9) 
k=1 
我 们 有 
F> Ce gy Ce)) (4) 
N 
= (EG) » ja F3 (gO), 
n=0 
(3. 8. 10) 
w N >j WA 
(F3Ce*guCeD0 (Fg COD (DD = aj, 
; COKLAT 
(e'tgu Ce F | ECs) )) aj. (3. 8. 11) 
因此 
g(e) = >) ap,(& € K’, 
其 中 
We — B 一 Py; C) _— eee 
K Span| esF 人 Cs) ) j—0,1,2,:). 
我 们 注意 到 
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8 


BORES 


Sab 
>” |« 


rol 
且 所 有 元 素 


sep (Edi CD 一 .， 
ec 及 ( ECs) [GE 0,1,2, 


为 线性 独立 . 由 (3. 8. 100 式 , 有 
| (Z)dz = (CO | 27 fy (adda. (3. 8. 12) 


H 85 PR. Fourier 变换 的 定义 知 
M(gG)) = limM(gyGD), (3.8.13) 


a 
ll 
Em 


F (etg(e0)00 = £8) > ja.F1 (CO) CO 


= tG)MCfGD). (3. 8. 14) 
注意 (3. 8.13) 式 极 限 的 意义 是 指 


(FA (etg (et) ,E— M CRM 


— (FA (etgu(Ceb), C RD = a, , 


MON. 
在 (3. 8. 140 3X B C f(x) = x "qs ge) ,得 到 
g(x) = oœ (gx), 


BA 
|, os garda = EHF (fh lO), R. 8. 15) 


R= HRA 


容易 证 明 


d. CO = Ove *) , 2 | £ | 一 coya 7» g 7 l. 


故 也 有 


故 


OCE) = OCe*!"), 


I |? = 
F™ (WOH = Fl. ox (ga a? dx 
= = Mao plge) CE: cz 
= Xf, ox Ughky) y! dy 
k= 0 


=|" 2 LCE) pn lgky) yt dy. 
k=1 


F7(4,(€)@) = | az Ep grade, 


xp, gx) = > uk) pn lgkx). 
k=1 


但 
则 由 Mellin 35 ae Re Al 
由 此 得 到 

fn (x) 
故 


= > ACE) 
k=1 


= > uk) gn Gaz). 


k=1 


N 
fue) = 2 agp; O 


N 
>> Ann (1gkx ) e7* 


n=0 
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(3. 8. 16) 


(3. 8. 17) 
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N oo 
| = >) an 2 On Ugh) Ch) et. 
n=0 k=l 
EX 
Ce f Ce) uu COD) 


= (guCeO "noun lgk)k™). (3, 8. 18) 

这 是 由 于 
> uCh) gy (E— lgh) kv 
对 # 而 言 为 一 致 收 伍 ， 
故 
g(x) 一 > ap, ga) C K’, (3. 8. 19) 
其 中 
K = Span > (BD gy — lg) et —0,1,2,--.). 


在 下 面 我 们 将 假定 a; = OG’), p 为 某 正 整数 ,这 就 是 说 
etf (el) € S ,此 时 对 任何 PE S, 和 (3. 8,18) 一 样 ,我 们 有 


(et fu) = Cegn, P ph gCE— lg kv) 
b= 1 
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= P a,b; 

we , 

(etf ,9) = (etg Dp g CE IBD) = Dab; 

G 8. 20) 
其 中 
0 一 AOI 
对 任何 gE SRNIE 
F(2 400g — gk") Ks FED) € S, 

故 


Suh olE— lg)" € S. 
k=1 


反之 亦 然 . 由 (3. 8. 20) 式 容 易 看 出 ,er*f (et),ertg(e:) ES’, 
故 


— (etf i) = 9 et u00d; CE— lg. 
由 于 eeg WS HE 
= (etf d = (Dp get lg eg. 
故 对 于 etf € S, 最 后 我 们 有 
Ka) = D0) gC) (3, 8, 21) 


9, Miints 公式 
Mints 公式 是 Riemann zeta 图 数论 | B7 | 的 一 个 基本 公 
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式 , 他 取 如 下 的 形式 ， 
<O] y FO) dy 
-| [210 — L|" sodo| de, (3. 9. 1) 
0 k=] LJ 0 


FLA s =o t+it,0<o<1, 了 f(x), 了 (zx) 在 任何 有 限 区 间 [0,A) 
上 为 连续 , HH r+ oo tt, A O), O), 1< o< a, 
1<£p 

上 述 公式 (3. 9. D 我 们 可 以 稍 作 推广 , 使 之 成 为 如 下 形 
A: 

引 理 3.9.1 对 f(z) 作 同 上 之 假定 , 则 我 们 有 推广 的 


Miints 公式 


Ess0)| zm fn dz 


= [a [2-02 — 1)" fco az, 


0-cocl, (3. 9. 22 
其 中 elsa) 351 时 有 如 下 的 函数 解析 拓展 ， 


r.a) = > > 00>1. 
证 4a>o>1NALB7] 一样 容易 得 到 
(Go zm flxdde = | (> fCk+a)x)) dz 
由 于 
n (RE 十 oz 一 | fut a) 2 du 


= BAA 69 
一 [°F utada)u— [D du 


= z| OM drt z| OC 027a 
= OQ). (3.9. 3) 
故 当 xX 一 0 时 


f(G --a)2) 


=| flurddut |" futa)x)du— | fCux)du--OC) 


» 

k=1 

=| rod 一 上 f (ux du += +00) 
一 | f(ux)du-- $ +00), 

其 中 

c= [^ fodo. 


故 
| 23 21 f(k+ande 
0 k=] 


= fie [Usa ax) — € hx 


s—lJi 
但 右 端 当 a > ORT ATER, AF o> 1 RMA 


c NCOICEDETS 
k=0 
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故 有 (3. 9. 2) R. 
容易 看 出 ,我们 有 如 下 的 推论 ， 
推论 3.9.1 (Münts 公式 的 修改 形式 ) 


[tG,a) — (ssa) [2 fr) dz 


= [zn (9 FG a2) — 9G 4-4 2) ]dz 
k=0 k=0 


(3. 9. 4) 
H (3. 9. 3) 式 我 们 容易 得 到 如 下 的 定理 : 
定理 3.9.1 
oo —s 
Elsa) = s | ee ut Sate: 
0 «— c «. Il. (3. 9. 5) 
证 从 


(Goa) | zadz 
= ERED 一 zc 十 Car))dz 
= [aaf fu - 920 a [aD du 
十 | Fut a)2)du — 27+ flar)}de 
=| u— [udu xf’ Cu à)2)dz 
— |"7tdz[^ fCodo-- a] 27 fade 


= [uducu - 07? [ v f Code 
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一 NE v) do] z= dz 十 a7 | a f Go dz 


-p ux. n dul (— 2v fCo dv 


十 | f(D ET -de Harf v7 fw do 


= =|" LL dl | v^? fodo $ UN fCov idv 
ta7| v? fodo. 
故我 们 得 (3. 9. 5) xX. 
推论 3.9.2 Elsa) = OX s D.X0o—socI. 
(3. 9. 6) 
证 明 略 . 
今 设 
ef et) 一 art), 
n=0 
N 
et fu (Ce) = ^ ads, 
gn(x) = DL fn Ce +a)x) — furCkt+a’)x)] 
k= 


oo N 
= 9 D amn [ ka zr) yg +a) x) 


=0 
(Ckh+a’)x) “gp, gtk +a’) x) ] 


= a, SEG 4-7. (ler gka) 


n=0 £=0 


—(k+a’)%p, lgx +lg(k H- 405] 


72 Hermite 展开 与 广义 函数 


N 
= x? > anon (gz) , 
n=0 
其 中 
oa lge) = >) [Ck +a) 7gp, (lgr + lgi + a)) 
k=0 


— (k+ a/Y*9, gx + Ig(k+a’))]. 
由 (3. 9. 4) 式 , 有 


LG») — tlss0)]| 27 fu (wddx = | zign(r)dz, 
即 
[sa 一 ga]| eet fy (ede = | tet gw (oF dé 
(3.9.7) 

在 S 内 ,我 们 有 

et fy (ef) — tf (e, 
ihe | ete fy (ede ate KMETE S' Pic BELLAS O< a< 
1, HG. 9. 6) RAG. 9.7) 式 之 左边 弱 收 敛 到 

[fa 一 ksa5]| e f (ed dt 

故 其 右 端 亦 在 S 内 弱 收 敛 , 故 

egy (ef) 一 > oo 人 
x 3E S' ARKA di B 


N 
gu Ce = et Y anor (È 
n=0 
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对 e™S 为 弱 收敛 ,我 们 令 其 极限 为 


gle) = ee > aD. (3. 9. 8) 


n=0 


最 后 我 们 有 : 
定理 3.9.2 在 上 面 的 假设 下 ,我 们 有 
[Cs,a)— (G,a]| 27 fz) dz = | 27 gGodz. 
(3. 9. 9) 


例 3.9.1 如 果 我 们 取 
etf(e) = > fb) = G-E 
An 一 Wn (Eo) , 
则 我 们 有 
too .< 二 
[£Gsa) — £G»a^) ]e& = | 7 e Dy (Dp. CO d£, 
(3. 9. 10) 
10. Mints 公式 的 进一步 研究 
在 这 一 节 我 们 对 Mints 公式 作 另 一 种 推广 . 我 们 取 
L;(0,o0) 的 另 一 组 正 交 系 
(x75 gpa (gx) on 一 0,1,2,.…). 
设 
f(x) = Par gx) = x ih(z), 
(3, 10. 1) 
其 中 级 数 对 于 
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N 
K = [2,52 pagr), N = 0,1,2,.) 
n =0 


为 弱 收 敛 ， 
我 们 可 定义 f(x) 的 Mellin 变换 为 


Mf(z) = > aMzr ty, gz) 
n=0 
= Dian] 2g, (ge) de 


= da Py, code (3. 10. 2) 
n=0 99 


E 3.10.1 i g(x) € S, c 0,XHETI q Re > 0,48 
TE c > 0 fil 
| Dols) |< ae? Fl, (3, 10. 3) 
WU Fourier 变换 


~ ~ . 1 ft. 
gs) = glo + it) = | e *o(x)dx 


/D7 o 
存在 且 在 | :| 二 c 内 解析 , 且 对 | t< eE t, potit) € 
SÍ c ]. | 

RZ Ws) = Pot it) Æ | t l<c ARH, potit) € 
Slo], WEE oC € S, Ws) = eG Cs) 对 任何 ge 之 0,c 使 
(3. 10. 3) 式 成 立 . 

证 RKO 表示 所 有 适合 (3. 10. 3) SRA S RKR, ZC) 
表示 K(c) 的 Fourier 变换 ,K‘(c) ,Z'(c) 48x Hd 8g 
lg. 即 K CO 表示 所 有 Ko 函数 关于 KO 函数 的 弱 极 限 ， 
Z (o 表示 所 有 ZCO 函数 关于 Zc) 的 弱 极 限 , 


we 


故 
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下 面 我 们 将 把 Miints 公式 推广 到 K O) Ex. 


今 设 


f(x) = x *hG).h( € KG), 


eo Teo | . 1 
| zr f(xdz — | efile) h Ce dE c Z(c) ， 
I£G,ai) — €(s,a2) |= OC| t D, rr ec. 


[Ga — £Gsa2]| x fGdr € Zo), 


oo 
0 


N 
fu (D = D anp (De = € thy (e), 


因此 有 


> 


Essa) — £Gsa2)| x fy (xd 


oo 
0 


= [e (X fnk Haa) D fn C+ aa) de, 
0 k—0 k=0 
a > 0. 


gn (x) 


(3. 10. 4) 


SOL fy (Rta) 2)— fv + a2) z)] 


一 0 N . 
z3 la D [k+ a)? dn (IgG + ay) x) 
n=0 k=0 


— (kta) V gtk + az) x) ] 


N 
x7 2a.) xj), 


n=0 
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容易 证 明 
jinl) € Ko), c= jl 
故我 们 有 


Teo : 1,. 
(£Cs,a1) 一 (Gra) et 7206, y Ce) de 
Tes | Ly. 
— Nu et DEF N Ce) dé 
现在 我 们 设 AC) € KO CO H hy CO MF K (4) si 


极限 , 即 对 任何 o € K (5) ,我 们 有 


故 


Te i(ti—(—1)D£ t ree iGi—(5—3)0€,, 7 
(|e hn (e® dé, x o(— &)dé) 


To . ,1 Te .| .00 1 

_ > (| eit ito 2 8h (et) dé, | ea oT (— dé). 
由 定理 (3. 10.1) 知 

| (t—(o—-F DE, 7 o M^ 1l 1 

"e Pc Ode E Str. (s—5)— 5> 

Teo | l.. 

Esa) — tlss02)| bogo ode € SE]. 
故 


res i(t—Co— DE e — 
(|e hx Cede, (f(s,a1) — C(s,az2)) 


too . Ly. 
. Nu he DDE (— £) dé) 
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收敛 到 
(| eo DEH, (et) dE, (Cs sai) — CLs,a2)) 
. | elo DEG (— dé). 
W o > 0 It 
1 elo DEF y (ef) d | eT EQ (— £) dé) 
BOA 


(jn Ce) , P(E) > 
BO. 这 就 是 说 v eO 对 于 (二 为 弱 收 化 ,其 纶 极限 为 
j CD. Aid 


j (D = > anon(es)， 


我 们 有 

(ine) pE ) 一 全 (人 Je) , @O)?. 
故 

十 co : 1,. 
(ECs,a1) — Els, az) JN ec G7(8 (ety dé 
Tes | ly. 

— | ec DDE Ce) dé, o > 0, (3. 10. 6) 

或 者 说 


Te ,， . 
(£Cs,a1) 一 (G,aD)| EFC AE = | eg (ed dg, 
此 外 


Te 
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证 毕 ， 


定理 3.10,2 如 果 f(x) =x AGO, Ale) € K (=), 
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FCE) = ehe, gle) = CFC), 


hC), j Ce € K’(5). 


且 (3. 10. 5) 式 成 立 , 则 我 们 有 


(€(s,a,) 一 t(ssaz))| x f(adx = | 27 gG)dzo 0, 


oo 
0 


其 中 glr) = x7 jlr), je) = Xapre) € K'(5). 
此 处 ,由 于 在 0 过 a 二 o 过 0% 二 1 内 


oo 


— — t8 _ 1 
Ga) — EG, a) = 2 ca» Gay] 


n=0 


为 一 致 收敛 ,故我 们 可 得 到 如 下 的 定理 ; 


定理 3.10.3 如 果 f(z) =x 1 AGO AC € K' (E), JU 


(fG,a)) 一 (Gra) | 27 fr dz 


=| PDF do aa) — fC +a) 2) dz. 
k=0 


证 


类 似 于 定理 3. 10. 2 的 证 明 ,我 们 能 证 
(fk Csa) 一 (x (syax))| 27 fa) de 


— | zg (ade, 


(3. 10. 7) 


Bo PEM 19 


此 处 


gE Cx) = r? jE (a) = r° D apf (x), 


. | 
ok (2) = D [kH a qs dg + a2) x) 
k=0 
— (kt az)? gk +a2)x)]; 
这 就 是 说 
(fx (s,Q1) 一 te G»a2) | a7 f(a) de 


oo K 一 1 
— | o3 S Sa [G4 a3 V. Ugh + a1) 2) 


k=0 n=0 


— (& d- a3)* da (gk + a2) x) ]dx 


oo 1 K 1 
— | x Ga? HC 3-231222 


k=0 
— (k--a;)? HCG 4- a5) 3) ]dx 
-o K 
TEC A 
0 k=0 


故 
M K 
[a SFR = f C a)r) à 


k=0 


在 Z' (=) ABO. 故 


£ 
e? 


Max 


[ FK efHeteta,) ) — f (estieceto,) ) | 


~ 
| 


0 


在 K' ( 翅 ] 内 弱 收 全 ,其 极限 为 


Hermite ARS AGES mum d 


e 2 Lf G Ea) — fk + a1. Al n 
, = sin(k + l) rz 
故 最 后 得 2; k+1 
, 一 © 1 
zii 27 SULA a2) — f+ a2) Jdz = sin(2k + Dx 5 
这 就 是 (3. 10. 7) 5X. = 2k+1 
例 3. 10. 1 f(x) — singz = | ~ sinkn > c sinknx 
因 £1 kr £j 4m 
| zl zi l(t 
et ene € L(— co, +00), " alka 4 2 Alba 
故 eff Ce) ES ,由 定理 3. 10. 3 An 
2— 2" ¢(s)(— FSS cos 3) 
(GG. — tG3)] xr f(x)dx i ' 
A Jo r]|] xz, 1 x 
i (et) -| [HE+ la] 
[Ta 5 smG- Dar y TT 2) z 1 
| ; 7- (RT Dx > CE dx 一 于 十 去 |dz 
= Ja Sy sm Dar S AHD 27 jJ zig à lje 
k 4-1 T ”> 
MELLE = af atl I2 Ie 
0 «ac « 1. 
从 恒等式 


A sin2knz 1 
2; pps Lx] x+ 9 , 


Lo ee 一 
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在 本 章 我 们 将 引进 广义 弱 函 数 的 概念 ,利用 广义 弱 函 数 
我 们 将 解决 弱 函 数 的 乘法 和 卷 积 问题 ,特别 地 将 解决 经 典 广 
义 函数 的 乘法 与 卷 积 问题 ,为 此 我 们 将 首先 引入 广义 数 的 

1. 广义 数 

华罗庚 把 形式 的 三 角 级 数 

too 
| 2, a, ei 
定义 为 周期 广义 函数 . 对 于 实 直 线性 形 我 们 可 以 把 形式 的 
Hermite 展 式 


2, Gus Cr) 


也 定义 为 新 的 广义 函数 ,这 就 是 第 三 章 所 引进 的 弱 函 数 , 类 似 
地 我 们 可 以 很 自然 地 把 形式 的 数 级 数 


定义 为 广义 数 ,我 们 记 为 


a= >a. (4.1.1) 


n=0 


如 果 G4 017—0,1,2, *** Jg E, M a 为 广义 实数 ;如 果 Qs, n—0, 


第 四 章 ”广义 弱 函 数 与 弱 函 数 乘法 83 
1,2,… 为 复 , 则 我 们 说 a 为 广义 复数 ， 


我 们 定义 广义 数 之 加 法 和 数 乘 如 下 : 
ja + ub = S Qa, + pba). (4,1, 2) 


我 们 将 以 “R” 表 广义 实数 集合 ,“C” 表 广义 复数 集合 . 
对 于 乘法 我 们 可 以 有 不 同 的 定义 ,现在 定义 广义 数 的 乘 
法 如 下 : 


arb = C. (4. 1. 3) 
k=0 
SG = Ma * D, br = Candas 
k=0 k=0 k=0 


当然 我 们 也 可 以 定义 


这 样 能 得 到 另 一 种 广义 数 的 乘法 
如 果 a€E“R”, 而 C4. 1. 1) 为 收敛 , 则 我 们 说 a 为 一 普通 实 
数 , 如 果 (4. 1. 1) 发 散 到 士 ce, 则 我 们 说 a Ao, XT RI AF 
One a,b YER, H , i k—oo , MIBK a,b 等 价 , 记 


D) 
Wa~b. 
WR ab NAR, 
(a), — (D, > 0, BRO, 


则 我 们 称 a,b SEE TOUS a. 


a -— m 
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引进 了 广义 数 之 后 ,我 们 就 得 到 了 每 一 个 弱 函 数 的 某 点 


o 的 函数 值 为 广义 数 之 ay Caro) H FU EME CA, 1. 1) 我 


(TAN a), > SK a, 对 于 一 般 级 数 (4. 1. D ,我 们 也 就 可 以 说 
Ca), > XJ a. 
2， 厂 义 弱 函数 | 
Tt (4. l. 1) 中 如 果 把 An EJ 55 PRL a, (x) m=0,1,2,°°, 
则 我 们 称 形式 级 数 为 广义 弱 函 数 . 显然 广义 弱 函 数 的 全 体 是 
一 线性 集 . 记 | 
a(x) = »ja,QG). (4, 2, 1) 
我 们 可 以 定义 
a(x) = 3225 
" 
a) = Pad. (4.2.2) 
对 于 (4. 2. DA N 次 部 分 和 (Calzx))n, 有 
N | N 
(aT GD = D GG gD) = DY an,» 
故 当 N-oHJ, l 
< Calr))n spi Cx)? > 35 = A (4.2. 3) 


RB A; 为 广义 数 ， 
我 们 可 以 定义 
(a(x) | d (x)) = A; , (4. 2. 4) 
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则 对 任意 广义 数 a, 有 
(ad; (x) sj C32) = alpi CT) ,Yi (a)? , 


故 
a(x) 一 > Ag (2). (4. 2. 5) 
j=0 


上 式 右 端 为 KK 上 的 “ 弱 ” 收 敛 级 数 . 

3， 弱 函数 的 乘积 

李 邦 河 应 用 非 标准 分 析 解 决 了 任意 两 个 一 维 广义 函数 的 
RE. 我 们 这 里 应 用 上 述 广义 弱 孙 数 概念 , 解 决 了 任意 两 个 弱 
函数 乘积 ,当然 也 包含 了 两 个 S 广义 函数 的 乘积 ,下 章 将 讨论 


Cr 广义 函数 乘积 
ix 


f(z)= > aus (x), g(x) = 3b, (x) 
2 — 88 PRP RMTI LAXE RAR A” AII BER LA V 


f(a) * g(x) = DIC), (4, 3. 1) 
此 处 C, (x) ,n7—0,1,2, °° 55 PRAY. 
下 面 取 | 
2,6 (x) = CfGoDDs(Gg CI). (4. 3. 2) 


0 


由 (4. 2. 5) 式 知 
fi») * g(x) = 2. (x); 


A= > (CCT) d; G)) 


n=0 
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一 lim (CFC) )m GG) 9; G2? 9j —0,1,2,:- 


如 果 Aj ,7 一 0,1,2,… 为 有 限 数 , 则 f(x) ° g(x) A— 38 AR. 
4. sgar 5 (x) 的 乘积 


我 们 将 证 明 
sgnz • (x) = 0. (4, 4. 1) 
首先 我 们 计算 
(Csgna224 CÓ C32) 2 5 dai C222 , (4. 4. 2) 
注意 到 
mn (x) = n eni (x) LPS (x), 
我 们 得 到 


Q2n11 


十 oo 
2-3 Eas [4 = | dona dde 


一 V2r (一 1) "hon CO) , 


(4, 4, 3) 
X. (sna) on 
= DV 26 Def- Bi, i mtl, Go | ant 
-JEC D"am |H yon (2) 


= 2062) an — | C- Daama [22 gon (2). 


故 
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(Ssgnx)om 


= 2| GG» dz [A C Dress EY ana. 


(4. 4, 4) 


因为 


改 


/ as V» i l 2 
daa O) ma _ 1 sin mEt eol tel | 


| “(8(z)) dx = | SA Don CO) dan Ct) dt 
0 0 neun 
— emat DAON Ports D y 


= amt Ton Veni CÓ ay 


_ 1f: snyimt siny 4m + 3t y +01), aa 
TJ 0 


1 2 
= sgns to ko EE), 


O21, | u l im (t) di 


m+1 


2 
Q2m+-1 2 


此 处 


= nz) — | Pes de] 


oput) 
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这 是 因为 
Y om =— Zam (x) HV Amos Cc) 
= O(m* )-- OC] x |È), 
这 里 我 们 用 到 
Ym Cx) ~/1(2 ) | | cos( J2m+1x— me) QPEL z|” 1] 
(4, 4, 5) 
故 由 
CSCL) am = 2 Pen CO) do, (x) 
_ mt ls CO) Earn) 
= d emis (0) Eni (4. 4. 6) 


(Csgnz) 2m (CL) 2m3 doji (x)? 


十 co 
一 N (SENT) om CCT) omp; (x) dx 


- [72 (f aoma oH] 


° (Crx) ) amWP2j+1 (x) dx 


一 一 | [| (eC) "andi | Yaj (x)dz 


+ [Pols 


|14 2 [te ae 
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4 


-—[7 | | (oC) onde | Yan DdrtO| 可 | 


一 | Tyoin GO dz = 0,24 m — œ 时. 


由 于 
CSAL) omt CÓ Cx20 2444 — (SENT) 2m CÓ C22) s. 
= Amh Qm (x) CECT) Dam 
= emt Pmt (2) S Em ly, CO) 
|. 1Afitiz - 
— -0 in|? (4. 4, 7) 
故 


(Csgnx) oti (SCL) amt doa Cr)? i 
1 5 

= ((sgnx) am (OCD) ) as 5 pjm C1)? + oleh Braka, 

一 > 0, E m —> OO Pj. 

EX 


sgnz * 6(X) = O. 
s. 过 和 5(x) 的 乘积 
在 本 市 我 们 将 证 明 
= Mr) 一 一 58 (a), (4.5.1) 
只 需要 证 明 , 24 nook} 


(=) GO» «qua (x) 一 dun (00,7 = 0,1,2,*- 
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从 (4. 4. 7) 式 我 们 有 
1 1 
(=), (SZ) ome 一 (=), CECE) om on Cx) 


X 


= (Am4 om (x) CSCL) am , Pj (x) ) 
eoll] suat " 
= «o| m | 二 >> 0,24 m — co f}. 


m 
故 只 需 证 明 
1 l y; 
(x), OC) Yom dis (2)) > SW (0). (4. 5. 2) 
FA (4. 4. ORE 
= amis (Dane = (CCL) Yom + D 


= >) (一 1)"V27f (0) = (Dam | eno s 


nm 


从 (4. 3. 4) 式 我 们 有 


1 
a(z), = Don | PRIN ) 十 Me] 


— = 2, j| aos 2 21 cas 2n lys, (x) 


+ " 


~ QO2m41 


les s 


= (lu -— ama 


因此 
|. (=), (O(a) ) 2m2; (x) dx 


第 四 章 ”广义 弱 函 数 与 弱 函 数 乘法 91 
一 N (=) (1),,, Z2 COEM 
—oo \ T / 2m c 


— Q2m41, | emt UT (OCD) ) om Qui ay 


= I, (jom) — I; (jm) , 
我 们 将 证 明 


I,Gsm) 一 > Jj (0), (4. 5. 3) 
I,j,m) 一 > Fst (0). (4. 5. 4) 


O m (4. 5. 5) 


| Can — 1 |= | /m 
因为 


Da] = 2i (— 1)" V2rgen CO) d o, (x) 


ním 


= = WC 1D Zi of |H C ) 一 — oa | 


nm 


= (一 Dr" /Byam (0) Jos ii (x). 
故 


(Wom = (Damlz=0 + (— DEV om (O) | fot (x)dx 


— E mil | "PT (0) 
-一 (1) om|2=0 + C 1) JE 4m 十 3 


e Ka (£) — dra. CO de 
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1 十 | z = 
Vm jJ 


(1) om | 2=0 一 57 | dan) daas (0) 
nem" 7 


— id omn (Oam » 


一 Clon p +0] 


由 (2 4. 19) 式 知 上 式 等 于 1 +o]: 
因此 我 们 有 (4. 5.5). 
从 (4. 5. 5) 我 们 有 

N (GOD C2, — 1) Bua Cg, 


o l 十 co $ 44 (xr) 
= Of =|] rn H 2 D MAO ay 


= of [71 Din | dz 
一 Vm | J OC x 2m 


= O(m*), 
故我 们 证 得 (4. 5. 3) XX. 
因为 


I, Gsm) = ama | HST OED impen Go) PH a 


一 wz im 1 Q m Or) bens Dy, (x) EE 


= Dao EE Bina GO, Ca) ua Ga, 
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从 (5. 4. 7) 式 我 们 得 


AMET on CE) dues (2) 


~ 二 | cos 4m --lx — mr) cos(v 4m+32— Eo T] 
1 i 
+o | 


l | cos 4mzsin/ 4mx +o) 


x m^ 


一 去 | sind mz +o], 
«X mÊ’ 
但 对 于 任何 pE Cr (一 co, 十 co) 有 
二 | SBR (ada > gO) M A+, 
故我 们 有 
^ [2m-d-ldeCx)desa (2) pojn o) yD 
- 2 x ze gh un (0). 


由 (4. 5. 5) 式 我 们 得 到 (4. 5. 4) XX. 

合并 考虑 (4. 5. 3) 式 , (4. 5. 4) 式 得 到 (4. 5. 2) 式 ,因此 得 
到 (4. 5. 1) 式 . 

6， 弱 函数 的 卷 积 

对 于 任意 两 个 S 函数 f GO ,g(x) ,其 卷 积 定义 为 


Joo 
f(x) * g(x) = N flea—-wgO)dy (4.6.1) 


现在 我 们 要 把 (4. 6. 1) 式 推广 到 弱 函 数 . 
设 f(x) ,g(x) 为 两 个 弱 函 数 
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f(x) = X aw, (x); (4, 6, 2) 
n=0 
g(x) = X) bapa G), (4, 6. 3) 
n=0 


我 们 定义 f(z) gD ZARR f(x) x g(xz) 为 一 广义 弱 函 数 , 这 
就 是 说 
f(x) * g(x) = MaG), (4. 6, 4) 
n=0 

其 中 c, (zx) 满足 

N 

216) = (f(a) )n * CgCx))w. (4. 6. 5) 

n=0 
注意 (f(z)) un Cg Cu BAS 函数 , 故 (4. 6. DRAME A 
SM, BD 

十 co 
Fn * GG = | GG y») * (eC) ndy. 


(4. 6. 6) 
对 任何 广义 弱 函 数 
cx) = Sala), (4. 6. 7) 
定义 其 Fourier 变换 为 
co O = Y cn CX) (E) ， (4, 6. 8) 


n=0 


ERAH G2 CO € S i GÓ OP A—S” 5 BR. 
有 时 我 们 采用 记号 
Cf * g) C232 = fla) * gx), 
(fx g) (22 = fla) * g(a); 
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则 对 任何 f(x),g(Xx)E€5S,， 

1 a 
——( (a) = (fF + g(a), 
lm *® i T° Be 


—— 1 
(fe o)l) = —( ) (TI). 
feg) ja e 


或 简 记 之 为 


故 对 任意 弱 函 数 F(z),g(Cz) 而 言 就 有 


d. (fn * E)N 一 fN * EN’ 


V 2n 


fn ÉN 一 


t fx 
Bi/ * EN 
帮 对 任意 两 个 弱 函 数 之 乘积 和 卷 积 有 


1 —— 
一 一 x = e Oy (4.6.9) 
il g=feg 


一 一 一 ji 
e g = — f * g, (4. 6. 10) 
f'g A g 


7， 非 线性 双 曲 型 守恒 律 

流体 力学 中 最 重要 的 偏 微分 方程 是 粘性 流体 中 的 
Navier-Stokes 方程 和 气体 力学 中 的 Euler 方程 . 从 Riemann 
开始 ,Euler 方程 组 的 整体 解 存 在 性 定理 就 吸引 了 许多 大 数学 
家 的 研究 , 40 Hugoniof，Hadamand J, Von Neumann J, 
Courant Friedrichs, Lax, Glimm, Oleinik, Dafermos 等 等 . 
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但 是 尚 存 在 许多 基本 问题 没有 解决 ,今日 之 重要 成 就 还 是 在 


一 维 情 形 , 对 于 等 粹 气流 方程 
{ven + (pu? + p(p)), = 0; 
(do (ou); —0, p=q,y>1 
的 初 值 问 题 是 这 方面 研究 的 核心 问题 . 
对 于 双 曲 型 守恒 律 组 初 值 问题 的 第 一 个 整体 解 存 在 性 的 
结 采 是 由 Nishida 于 1968 年 所 获得 ,他 是 对 等 温 流 方程 ( 即 上 
述 方程 组 y—1 的 情形 ) 在 BV 始 值 上 且 远 离 真 空 的 情形 下 获得 
的 . 之 后 许多 人 和 希望 研究 等 箭 流 方程 带 真空 的 情形 ,这 时 出 现 
本 极端 的 困难 ,此 时 方程 组 变 为 非 严 格 双 曲 型 ,这 方面 第 一 个 


结果 是 由 DiPerna 于 1983 年 所 获得 . 他 考虑 一 1 十 元 m 


之 2 的 情形 ,用 新 出 现 的 补偿 列 紧 原 理 得 到 了 整体 解 的 存在 
应 该 指出 ,DiPerna 在 用 粘性 消失 法 时 存在 某 些 错误 . 第 
二 步 就 是 由 丁 夏 畦 、 陈 贵 强 、 罗 佩 殊 所 获得 5 , ndr] FH AE 


分 法 解决 了 1<y< 忆 的 整体 解 的 存在 性 定理 ,他 们 结合 补偿 
列 紧 理 论 与 经 典 的 EulerPoisson 方 程 解决 了 此 问题 . 应 该 指 
出 y 的 这 一 区 间 在 应 用 上 是 最 重要 的 , 绝 大 部 分 常见 气体 都 
是 这 种 情形 ,例如 空气 的 y—1. 4; 以 后 的 一 步 是 Lions PL 等 
人 ,他 们 通过 详细 计算 某 些 广义 函数 ,得 出 了 y S BEI RR 
然 人 们 在 等 炉 流 方面 取得 了 巨大 进展 ,但 对 于 等 温 流 的 情形 ， 
初 值 含 真 空 时 间 题 长 时 间 未 获得 解决 ,上 述 的 诸 种 方法 均 无 


(4. 7. 1) 
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效 . FEES Fy T8 GC & A EE Euler-Poisson7; T mi (8: IF] 


题 变 得 难于 处 理 . 只 是 到 最 近 , 这 个 问题 才 由 黄 飞 敏和 王 振 加 
REREH, 他 们 首先 用 补偿 列 紧 理 论 得 到 弱 精 对 的 交换 天 
系 , 然 后 对 一 个 复 参 数 用 解析 拓展 方法 ,证 明 交 换 关 系 对 于 茶 
些 强 箭 也 成 立 , 最 后 证 明了 存在 定理 . 

最 近 十 几 年 来 许多 数学 家 相继 发 现 了 某 些 非 严 格 双 曲 型 
方程 组 的 高 奇 性 间断 解 即 所 谓 6 波 的 广义 解 . 张 同 及 其 学 生 
们 在 这 方面 做 了 许多 工作 . 我 们 在 这 里 要 阐述 前 面 讨论 的 纶 
函数 在 这 种 方程 中 的 应 用 . 

我 们 首先 研究 最 简单 的 方程 组 


(ze) =0, t>0, 


v; + luv): = 0. 
第 一 个 方程 是 经 典 的 Hopf 方程 ,对 于 第 二 个 方程 我 们 引进 
(UE TS Sp 


(4. 7. 2) 


(x, 


t) 
w(x ,t) =| "dx — wv dt, 
(0,0) 


其 中 wr, DETO, OMC, D WARREN. 对 于 
wlr DRITE 
wi = Us, W, =— UV, 
BUS 
v T ww; 0. 
故 原 方程 组 (4. 7. 2) 式 就 变 为 
+ ut, 一 0， 


w, 十 ww, = 0, 


(4.7. 3) 


98 Hermite RATS)” S pia 


我 们 研究 方程 组 (4. 7. 3) 式 的 Riemann 问题 ,其 初 值 为 


Ul» r« 0, UL» Z< 0， 
uCx,0) -l vCx,0) -1 
wu， x >), Vz, XO. 
此 时 对 于 w(z,0) ,我 们 就 有 
MZ, r«.0, 
wCr,0) -i 
UT, ro Q, 
方程 组 (4. 7. 3) 式 对 w 来 说 是 线性 的 ,其 特征 方程 为 
dz _ 
dt u. 
党 特征 线 
dw _ 
d 7 


在 从 原点 出 发 之 特征 线 工 , 沿 特征 线 


dz _ mtu 
dt 2 


=a, 
在 特征 线 工 上 
wr — 0,2) = w& ,0) = vt, 
wlr+0,t) = wl&,0) = vg, 
并 一 外 一 1 T-& - wt. 
BBL 
wlz—0,t) =v G —1i40 
=y (r— at) t+u(a—u)t, r< at. 
wlr t 0,0 —wG — uzt) 


=y r— at) d-v(a— w;)t, xat. 
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故 
wlz) = v(i,D0G — at) + wC(a— ut 
+ (0v]Ja— lw ]zH(z—a, (4.7.4 
其 中 
— 9 « at, 
v(r,t) = e 7 [u] = w—u, 
U2 9 ra, 
0, r0, 
HCx,0) -1 
l, ro 0. 
故 


u(x,t) = ow — v4- (ola — Duo ] (x — at). 


(4. 7. 5) 
现在 很 清楚 ,方程 组 (4. 7. 2) 式 的 解 v(x, 力 是 一 5 测度 ,而 非 
通常 的 函数 解 . 因此 通常 的 Sobolev 广义 解 的 定义 在 此 就 不 
适应 , 需 作 适当 推广 ,我 们 用 Lebesgue-Stieljes 积分 给 出 一 种 
定义 ,具体 来 说 ,我 们 说 (wz) 为 方程 组 (4. 7. 3) 式 的 广义 解 ， 
REMU w ) 为 方程 组 (4. 7. 2) 式 的 广义 解 是 指 


| (up. +.) dade 一 0， 
[| Cj H- up.) dw ddt = 0, (4, 7, 5) 


对 任何 p, jE Cy QU). 

对 于 上 述 Riemann 问题 的 wlr, DRAA HHA ERIS 
函数 理论 来 证 明 它 满足 (4. 7. 3) 式 . 为 此 我 们 先 证 H' (zx) = 
óc) ,事实 上 
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BX 


HG) = > ap; (a), a; = | Ot, 
j=0 ° 
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H'(zx)— > ai (x) 
j=0 


VZG F Dym) = 235 


H’ (x) = D [245 CO —V Zp (4) dip, C) — x HC) 
j=0 


>, a; J 2j; (x) 一 zHCG) 


2, a; Q 24a (x) — mp; G2) 


2j MV 2G + Da; UR (x) m zHCG») 
j=0 


P 2G + D ya G2 diy; Cz) — zH G2, 
j=0 


—4 2j : 


=>) |; C) dij GO — x HG) 


=2H(2) — HG) — X) [^ YD dip (a) 
j-0*0 


T INC (D —V2jpj-1 O Jd; Go) 


el 


ll 
o 


j 


d; CO qj (x) = 8€). 
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Buod o'y 则 我 们 可 由 前 面 所 述 弱 函 数 乘法 及 


Us 9 
(4, 4, DÈAN 


u(x) 8r) — LM ES 


Sx ) 十 一 7 sgnz * x) 


MT 


我 们 现在 证 明 w(x, DW Ig C4. 7. 22 3X. 不 失 一 般 性 可 假 
定 a 二 0, 则 有 
w(xr,t = ur — vut — lw tH), 
wu, =— vu, —| uv HOCz)， 
w: = v — [uv |tH xz) = v—[w lelo, 


u 1 d 


UW, =U — [uv ]tuó (x) = vu — [wo t ~— 8x) 


=w = vu, [wv |H(z). 
故我 们 有 
w, Huw, = 0. 
此 处 我 们 考虑 t SET] Se Ne RT EE RT 8] XE E] £o Gn D 2 x ABS 
PRIN. 
这 种 带 高 奇 性 解 的 方程 包括 一 个 重要 的 零 压 流 方程 
0: + Cou): 一 0， 
luo + Gut), = 0. 
这 个 方程 在 解 的 光滑 区 域内 和 (4. 7. 2) 式 是 一 样 的 . 黄 飞 
敏和 王 振 利用 丁 夏 畦 所 引进 的 Lebesgue-Stieljes 积分 的 广义 
解 对 (4. 7. 6) 式 进行 了 彻底 的 研究 [3 


(4. 7. 6) 
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因此 对 于 Riemann 问题 来 说 和 上 述 (4. 7. 2) 式 之 不 同 之 
处 仅 在 间断 线 衬 一 “ 的 值 不 一 样 . 我 们 将 从 其 广义 解 的 积 
定义 中 求 出 此 时 a 就 可 以 了 ,此 时 广义 解 的 定义 为 
|| Go + up.) dedi = 0, 
| (ups + v d.) dut = 0, 


对 任何 gp, PE Ce (RH). 

E oo 的 支 集 包含 在 上 半 平 面 内 的 区 域 D 内 ,D 包含 了 
间断 线 工 的 一 部 分 ,D 的 工 之 左 部 分 为 Di,9D= 二 Li 十 L,L 
之 右 部 分 为 D; ,9D; =Li +L, KH, 
a= ra, 


(4. 7. 7) 


wlat t), rati 


Ic + up, )dwdt 
KG + up.) dw — w)dt *]|te + up. )dwde 
“I + up.)d(w—w)de +] + up.)dw—w)de 
+I} + ug.) dud 
EK + pug; ) dxdt + Jee + pug; ) dxcdt 


+ [Go + up.) er dH — at) dt 
D 
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= $ C ppdz + pupde) + > (—ppde+pugde) 


L +L L,+L 


+ |] Co + up.) Lew — at) deeds 
D 


=|[elede —Cowlede+| Seat 
‘此 处 我 们 取 w = a YE x = at E) 
=|9(Cel a 一 [oajd 一 | dia, = 0, 


故我 们 得 
Loja 一 Lou] —[w], = 0. (4. 7. 8) 
同样 从 (4. 7. 7) 式 的 第 二 式 出 发 就 会 得 到 
Lou Ja — Lou? ] ^ alw], = 0. (4.7.9) 


联 立 解 (4. 7. 8) 式 , (4. 7. 9) 式 就 得 到 
Lela’ — 2al pu ] + Lou’ ] = 0. 
故 得 
low) eV Cow Tape] 
Lo] 
gua — gua N pip Cus — Y 
ge — pı | 
故 得 
Q,— Be c pun EV pip — m) _ Ve — V ots 
op Von 一 Vol 
J pi ua + 717 
Vatva 
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a 之 第 一 个 值 为 增 根 ,第 二 个 值 为 我 们 所 需要 的 , 故 有 


a= V pz uz + V p1 u 
Vatsa 
由 于 我 们 一 开始 就 假定 了 wu PARITA 
uj — a> us. 
故此 时 不 能 和 上 节 一 样 用 广义 函数 ( 弱 函 数 ) 乘 法 来 解释 


方程 组 (4. 7. 6) 式 ,而 要 用 (4. 7. 7) 式 的 广义 解 定义 来 解释 方 
程 组 (4. 7. OR. 


第 五 章 DH ROW 


1. 基本 概念 


在 第 一 章 已 经 证 明 了 Hermite pK AN FH { dh (x) ,n—0,1, 
2, t ES BY, L: (—oo, 十 ce) 的 一 组 完全 正 交 基 ,其 中 


H, Co) HE nK Hermite 多 项 式 


H,(z) = (—D*e? + Dre , 


n —0,1,2,:- 
D 
l, |rdlxim, 
«p m« xml. or) E Œ, 
0, [|x|2m-1, 
容易 看 出 函数 系 


m-—1,2,:- 
TO = am CT) aC), E vot 
的 所 有 有 限 线性 组 合 在 L; (一 co, 十 ce) 中 稠密 ,根据 Hilbert 
空间 的 理论 ,由 其 中 可 以 选取 适当 的 有 限 线性 组 合 e; C ,使 


{e;(x), j =0,1,2,..) 


构成 L;( 一 ,十 oo) 的 一 组 完全 正 交 基 ,它们 都 具 紧 支 集 . 
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d 


K = Spaníe; 2,7; = 01,2, 77). (5. 1. 1) 


根据 定理 3. 2. 1, 我 们 知 对 任何 实数 序列 (a;}， 
3" ° £j (x) (5. ]. 2) 

对 K 而 言 为 弱 收 敛 , 且 其 和 CK’, K 表示 的 线性 (可 加 ) 
ZA. 反之 ,任意 之 线性 泛 函 了 总 可 表示 为 人 ZUR 
BL. 

这 样 的 f(x) 我 们 称 为 9 弱 函 数 . K 包含 一 个 重要 的 子 类 
(C , 它 是 如 下 定义 的 ; 

f(x) ECS ,f(z) 对 任何 Co Z RRS CN, B 


lim| ^ f. (xoladz FE, WoE, 
则 我 们 称 { 户 Cz) } AE — CY 广义 函数 f(z) ,其 中 
(f(x) o)» = lim fa GO Go da. 


我 们 记 fG» € (CY) ,容易 看 出 (CY) 为 线性 集合 . 
如 果 f(x) EC ,我 们 知 


十 ce 
aj = (G2 ej G2) = lim| ^ fa GOe GO dz 
存在 . | 
令 
g(x) = 2,aje; D, 
J 一 0 


则 
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N N 
(g(x) >) be;(x)) = >) ajb;. 
j=0 j=0 


N N 
Cf GO» >) bje; C) =lim< f(x), > bie; C2) 
j=0 noo j=0 


N 
=lim >) b; Cf, (£) se; (Cz)) 
noo j 二 0 


由 此 得 到 f(x) 的 展开 式 


fix) = 3m 
此 即 说 明 | 
(CP) CK. 
例 5.1.1 任意 局 部 可 和 函数 
a(x) € (OD CK". 
4 
asco = [e | x [e N, 
0, |xl|N. 


然后 对 ay (zx) 作 中 值 函 数 


(an), = l | wG — y, hyan(y)dy, 
zx] «zh 


其 中 
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or} lls 
exp z p x h, 
wlz, h) -| e —h n 
0, | x |. 
2 
A= | eelz dr: 
lz|<] 


PARNTURA=E. 这 样 对 任何 g(x) € Cr ,我 们 就 有 


-Foo too 
| anp mdr — |" agade, 


故 a(x) E (CY) CK’. 
2. (Cr) R3 Fourier 变换 
十 co 
我 们 有 (eG se; (x)) = [Tewe (x) dz 


Teo ~ . 
= | AGO X (a) dz = ài. 
E, GO MR. L; C—oo, +00) ff] —£H SE S IE AC HEC. 


A 


K = Span(A, GO n = 0,1,2,*-:), 
Ce =Z, 
Bl Z 为 所 有 C> 函数 的 Fourier 变换 的 全 体 ,他 们 都 是 整 解析 
PR BY. 
我 们 知 9 弱 函 数 f(x) € K' HADKAN RARR 
(5. 1. 22. 我 们 可 以 定义 f(x) 的 Fourier 积分 为 


f(x) = 21a; . e; (x) = Xaj; (T), (5.2.1) 
7 一 0 7 一 0 
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显然 (zx) EK. 我 们 称 K 的 元 素 为 Z 弱 函 数 . 因此 对 上 节 
例 5.1.1 中 的 局 部 可 积 函 数 a(x), 
atx) = Mae;CO, 
其 中 
十 co 
aj — MEC (x)dz, 


其 Fourier 积 


a(x) = Daha), (5. 2. 2) 
此 即 为 华罗庚 所 引进 的 整个 实 轴 的 广义 函数 . 
如 果 存 在 pE aD —OX |x |^). 24 二 >co, 华 罗 庚 称 a(z) 的 
全 体 为 S 类 广义 函数 . 如 果 logia CO | =OC| £D Bl] a C BS Ae ER 
为 五 类 广义 函数 . 此 时 a(z) 将 为 之 0 中 调和 函数 


uCr,y) = a(t)e** "dt 


d | Ue 
V/A -= 
的 边 值 . 

3. 9 PARREGEA 

REA 95 mZX f(x). g(a), 

fi) = Daejz), glx) = »jbe;G), 
我 们 可 以 定义 
fi» * g(x) = S eo. (5.3. D 

其 中 
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N N N 
DCT) = ae (x) eta. (5.3.2) 


n=0 j=0 k=0 (fx g) (x)= F(x) * g(x) 
显然 c. GO 2 88 BRI. 
因此 如 此 定义 的 乘积 为 一 广义 弱 函 数 ， = = jm Dab raj (a) * ACD. 
fGOgG) = >) bj; CD, (5. 3. 3) 
j=0 由 于 
其 中 p; 为 广义 数 . 1 ) Cz) (5.4. 1) 
我 们 还 可 以 定义 f(x) ,g(x) 的 卷 积 f(x) x g(x) 为 ] ej * e C) = JAN "ANS E 
fx) * g(x) = 4, (x), (5. 3, 4) | E Ke) = (Aj *AOCD. (5, 4. 2) 
Jt 
其 中 故我 们 有 
N N N 
Sd) = X) Sabre; (x) *e(x), (5.3.5) Fx) + p(x) —--f*gG, (5. 4, 3) 
n=0 j=0 k=0 V 2n 
vv ~ 
e; Cx) * e (x) = 6 (r— yje Cy)dy, (5.3.6) Fe Fee Dp = fe g(a). (5. 4. 4) 
为 广义 弱 函 数 . 


4. Z 弱 范 数 的 乘积 与 卷 积 
所 有 Z 弱 函 数 均 为 9 弱 函 数 的 Fourier 变换 . 对 任何 
f(z), g(a) EK’ ,我 们 有 Fa) eoo ERK, BA 


fz) = Slaa; l), g(x) = XbA la), 
j=0 j—0 


N N 
F(x) » g(x) = lim X aj; GO 2 ba Cz) 
> 5 =0 k=0 


N 
= lim >) abad; GA CZ), 
N99; p=) 


附录 一 工 。 Tms (x) 


X 


我 们 这 里 叙述 的 是 王 振 还 没有 发 表 的 结果 ,他 从 弱 函 数 


的 角度 证 明了 如 下 定理 . 
定理 t.le, 
vo MA X 
其 中 » = 2 Gants Pont , 


d(x) = $14.04, (x); 
n=0 


oo 


-4 = 2; Gas V enti (x) = 24 Ponpon (x); 
n=0 


2373 85 PR BAL. 
FANT BE A) n= (fC) mn HE f(z) 的 Hermite 展 式 的 
m 次 部 分 和 , 即 为 
Fa = Mag. GO, 
则 (Pym = (f(D) m = Dyan (x). 
故我 们 有 
(=) 一 PEU (x), Q2» = | in Das, C1) 


— d, ix 
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(Dan = X hon CO dos (xr) = d om Pome CT) (2) 
nim 


X 
我 们 注意 到 还 有 
C D” (一 1)” 2 
0) 一 , „ (0) ~ — n t, 
Yin ( "2 de C 


V oti CO) =V2C2n + Dg (D ~ 71" "2 


(2) = Ein. 2)» p, = | tet mas (8) 


2, Pantheon =— Futon dosi 
— p an et — lm, | 


_ > | [2n . 27 十 1] " 
L Q2n—1 9 Q2n+1 7 ne 


Pan — Qna] fn ~ QO2nHA]| int l , (4) 


z 3 Pain 一 > Ae end rss NL 
— > p fnd les] 1 | ets 


故我 们 有 


故 得 
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Antl = Bon um + Bus | E, 


为 了 证 明定 理 ， mH 


AG), | 7 GL, Pde — Br ,24 m — co, 


首先 证 明 
AA) -On Jaz — 0,4 m 一 > CO ， 
l; 
EKOE = 99 amt1(O) ， 


ee l ^ — 2CD om | z=0 OD ane-2 | z=0 
M dr = bm C0) 


(8) 之 证 :从 (2) 我 们 有 
| T Dande = YMO 
一 CO ncm 


= (6)2n | --。 = idu). 


(9) 之 证 :由 于 
NOE = Dm 
一 2j Q2r41 Nu eats dr 
n«m-1 - 09 


-J 2) e 


(3), 7 (2), «a f 


X 


+ l Pmt , 
故我 们 有 


(5) 


(6) 


(7) 


(8) 


(9) 
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NEL 
=- Pim) a tae | (2), s 


=— Bin em amt + (— 1)" V Zaten CO) Bons 


2 nxm 


由 于 
Benn (0) 一 er ay] ds (0) 一 aom 


--|i l damp anti COO +> Fain if 2n—1 (0) | 


n 十 dn CO) 


—— [Oa 2o + Dir leno]. 


amt 


= Zoo Bomen CO) I) im E ly (Oaren | 


— $C DVni anl evo + Darel o] 

nm 
~ Bm (0 Ko 
— (— D^J2xC— Ion | 2=0 


i = eS [CD | 一 0 十 CL) 2m-2 | 2=0 一 (— 1)” / 2 fn (0) J 


_ 2) zoo (Iml c= 9 
Ja (0) 


从 (8) 和 (9) 就 有 


———[ (lam | 2=o + CL) nz l a0] * (1)2m | -= 一 0 
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NINE 
一 te lazo Cdan lamo — EW bs (0) 


tipico] i o] 


故 (7) 得 证 . 
现在 我 们 往 证 《6)， 
注意 到 


lim| "lG). — e Din o; CD de 
= lim| | (4). — x CO [Loo Cx) — de; CO) ] dar. 
我 们 只 需 证 
lim| (Li) D^ eco — eode = gy ao 
Al dim| x G[guGO Ode — lA. — QD 


今 往 证 (10) : 
由 于 


1 
z(=) = (Dam — ape | = og (a), 


|. (i) tw, (x) — 45; CO) ]dx 


我 们 有 
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2 
— — m ] Nu ] 
= [S [Qi Dinle Pet | BO mta, 
= h+k +l, 
其 中 
n [7 coi, DSW gy [7 00 HO) g, 


= bj , 


E 
u " Me. | 
1, = 2(Donl 2-0 Dan By = hee A O) az 


十 ce — 
_ dm d»; d»j dx 
~ 一 人 2(1)oml sao] n a ° (x) Ü C0) 


~2Danl 2-0) CDe — 1] 


Jos Cx). do; Cx) — bj) 4, 


由 于 
dos CT) | mn 1 十 | x | 
Do (0) cosl & 4m+ 10x 7 + O( M — ), 
故 知 
二 co _ 
dem Cx) do; Cx) — nj CO 4... 
BEN; Zz 4x0 
X 


Te 049 Vis CO. dej Ce) — pj CO) 


N= 


< [f ha] 
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in | (Da —11 | bu — dey "a 


一 co "e 


— Q. 
故 I,—0, 当 m—>coffy, 


FE 一 GD 和 | XO gue n a, 


Dinle ~ cos‘ (/ 4m + 1 x) gue p O? AER 
十 co — 
Bh Puto de = 
-i (x) (0) 1g, 


a (10) HEEB 
(11) 之 证 :我 们 有 


-Loo 
| a a) qo; Cz) — du; (0) dz 


[mx 2 asa CO) ae d»; Cx) — du a. 
x 


. 4 
由 于 

mp ini) gy (a) ~ sin! Im F Iz, 
故我 们 有 


十 co 
故 (11) 获 证 ,因此 定理 获 证 . 


附录 二 Hermite 函数 系 与 
Laguerre 54 Zy R HY 5c && Tt 


我 们 在 第 一 章 根 据 Titehmarch E 的 讨论 推出 了 
Hermite 函数 系 dn (2) FE LEL (o, +00) PRISER. 现 
在 我 们 将 根据 Courant-Hilbert, Methods of Mathematical 
Physics, Vol. 1, 1955 所 述 Von Neumaun 的 思路 证 明 
Laguerre KÆR (o8 (325 pz G2 —9 x5 e * Lt (2) a> 1, n= 
0,1,2,-- TE Lz (0,00) B9 5E A8 TE. pH ICE HB ga C2) FE L 
中 的 完备 性 ， 上述 Couraut-Hilbert B "B Br gH 
(9222 ,a 二 0) 的 完备 性 就 可 推出 {y,《x)) 的 完备 性 似乎 困难 . 

我 们 先 推出 {9 (x), a> —1,n=0,1,2, °°} E L 
(0, 十 co) 中 的 完备 性 ,为 此 我 们 注意 到 恒等式 


I at ~ 
TAD 7 Dj Lat, 


n=0 


X( 工 9 t) 
两 端 乘 以 xe 57 ,我们 就 有 


c Lits 
gn) = pm 


由 此 我 们 推出 
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N N | 
[T (gn 一 > tpg(Cz)) dz 一 c MZ —0, 
0 n=0 


E N —> œ Bf. 
此 处 我 们 只 需 注 意 到 


N 2( Ddr = —— 
» & 1— 2’ 


too 
| »G.DgiGOdz — r. 


FaH, y t 从 一 1 变 到 十 1 时 ,a 从 0 变 至 十 co, 故 知 


zte-“ 可 以 用 gs (xz) 的 线性 组 合 平均 逼近 . 由 于 对 任何 
Ls(0, 十 co) 的 函数 可 以 用 [0, 十 oo) 中 的 连续 函数 f(x) 来 通 
近 , 其 中 f(x) 二 0, 当 zxz 宇 A 或 x 三 B,B<A 时 ,故我 们 不 妨 假 
设 f(lz) 已 经 是 这 样 的 函数 了 , 作 变 换 e =g, f G2 —RCO Ilt 
PRAT CE) JJ [0,1 ] P RER PHA, RCE) —0, OEE 人 或 
Ee 3, 这 时 
RE) (1, 1 
JE (Ig 3 
也 为 [0,1j 中 的 连续 函数 ,因此 可 以 用 & 的 多 项 式 
H, (©) = ao Hait * + a£" 
KIGE. 因此 也 平均 到 近 .并且 可 使 (1g 地) Ha Gs 
(0,1) 上 也 平均 通 近 . BD 


LER — (lg i| (ao Fares a£] de< p 
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JE BP: 
1 u 1 $ u . 2 dé 
JO — (l( 5). Fao tee] Sce. 
或 者 说 
| [ f(x) — gie? (ao d- a1e€ * d- --- +a,e7) dz < E. 


这 就 证 明了 fGO 可 以 {ox(Cz),2 = 0,1,…) 的 线性 组 合 来 平 
HEA, {gh 《Xx),n = 0,1,…;a >— 1) 的 完备 性 已 证 . 

为 进而 证 明 qu Ca) FE L; 中 的 完备 性 , 设 f(x) € Lr, HE 
续 ,f(z) 可 表 为 fa GO + fi G2 FR Ai GO MERR, fo (x) 
AI At PRA, ABR Le. 


4M o> 0,4 fil) = x? g(x’) , 则 
JL GO dz = [^ Gi gadu, 
但 gGO —u^* fi QD , 故 
| Lew) T du =| LG? Pade = [^ [goat Fdz 
=| A Go T da. 
Bl ga) EL: O, +20). KFE a 的 有 限 线性 组 合 ， 
| Lew) 一 Y aat e? Ls (u) du < e, 

令 4——3 ua ; 则 有 


oo N 1 ze 1 
?| Lel) 一 > anr? e Ly (rx) fzdx <e, 
n=0 


122 Hermite 展开 与 广义 函数 


co N 2 
即 | LAG) — Pare Hs, Gd < 5, 
oc N 
或 [LAG — 3154s. GO Bde < 5. 


同样 可 证 , (2 一 0,1,…) 的 线性 组 合 可 以 平均 远近 
于 户 (z). 故 
{hn (x) n = 0,1,2,..} 
在 Lz 中 完备 . | 


附录 三 ”广义 乘 子 


我 们 在 第 四 章 讨 论 了 广义 函数 乘法 ,得 到 

sgn z • d(x) 一 0， (1) 
此 式 在 讨论 方程 组 

tae = 0, 

v; + (uv), = 0 
的 Riemann 问题 时 用 到 ,但 对 讨论 一 般 方程 组 
u + (o(u)), = 0, 
上 + Cu), 一 0， op“(u>0 

和 等 压 流 方程 组 的 Riemann 问题 时 就 不 适用 了 . 此 时 我 们 需 
要 建立 等 式 


(2) 


u(x)óCz) = uO) d(x) = ad Cx) (3) 
其 中 
—l, z<0, 
u(x) = | 工 一 0， 
+1, x>0. 


我 们 注意 , 如 果 把 u(x) 看 作 广义 函数 ,根据 第 四 章 则 只 能 得 
到 (1)， 
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只 有 当 我 们 把 u(x) 看 作 某 种 广义 乘 子 ,才能 得 到 (3). 我 
们 现在 将 建立 广义 乘 子 的 理论 . 

定义 1 下 广义 函数 

设 下 为 某 种 无 穷 次 可 微 函 数组 成 的 基本 空间 , 丐 为 其 广 
义 函 数 空间 ,我 们 说 TE o JéJSTEXET, G2) € p, fii T, (x) 对 
P 弱 收 敛 , 即 对 任何 o € ©, 15,6902 9 GOD 收敛 ,其 极限 定义 
XO, o. 

这 样 定 义 的 广义 函数 工 称 之 为 8B 广义 函数 ,其 全 体 记 为 
p. 

EX2 BHF ala) 

如 果 

1) a(x) 2633 1k n] ft. 

2) 对 任何 p € 6,0629 € 9. 

则 我 们 称 a(x) WO HF. 

对 任何 T E 5 ,我 们 可 以 定义 a(x)TE d 如 下 

(a(x) T, olx)? = (Tala) p(T)), 

这 样 的 乘 子 定 义 要 求 太 多 了 ,因此 我 们 要 把 它 推广 ,引进 
广义 乘 子 的 定义 . 

定义 3 MRA TZ Ol X3€TfaCGo. 

如 果 存 在 一 系列 PRT o. (x) ,使 

1) a, (Xx) > aD AA. 

2) an (DT IKA. 

则 其 极限 就 定义 为 al) T, HERF a(x) SUPRA Tx] X. 
乘 子 . 


附录 三 ”广义 乘 子 
MERNE O= Ce. o = S.aGO 表 间 断 函数 


—], r« 0, 
ace xz=0, 


+1, r0, 
则 aC 必 为 SCz) 之 乘 子 , 因 为 我 们 容易 知道 存在 无 穷 次 可 
(ht PE an (ac) 使 
一 1， z< l , 
n 
Qa Cx) — Qs x= 0, 
+1, z> i 
n 
而 


an Cx) > a(x) KA fd 
(an C220 GO C2). = (GG a CIO QZ)? 
= ag (0) > (ox) Q(x)?» 
根据 定义 我 们 就 有 
a(CZ)GCZ) = ad(x). 
如 果 我 们 取 


© = K = Span{ Hermite BL qu (x) n = 012 


则 d 为 弱 函 数 . 
我 们 要 间 此 时 a(x) BBW Ox) ZK J RF. 
我 们 注意 此 时 弱 函 数 之 乘 子 域 为 多 项 式 . 
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因此 问题 就 在 于 找到 多 项 式 序列 Pi(z),n = 051,25, 


使 


126 Hermite 展开 与 广义 函数 


P, (2) > a(x) FARA 
对 这 样 的 P; (zx) 当然 有 
CP, GD0 ，pCZ) = (92, P, (x) e(x)) 
= P,O) pCO) — a(0) C0) 
= (aó (x), o). 
我 们 可 如 此 进行 . 
今 alz) 为 间断 函数 ,我 们 可 先 把 它 连续 化 , 为 简单 记 , 不 
妨 设 | a | 二 1, 今 


— l, 工 一 一 过 
ECx) =4 (l +Ha)k+a, 一 二 l—a 1 
Q a a p << i 
+1, 一 a 
T> rok 


显然 o^ (x) 连续 , 且 当 一 十 oo 时 ,点 点 趋 于 Q(x)， 
把 o^ (x) EX Hermite 多 项 式 级 数 


a^ (x) — > aH, (x), 
n—0 


-Loo 
at = L| Mae“ H, (ade, 


cx = 2"n Wn. 
对 任何 固定 ,根据 定理 1. 7. 1 ,我 们 有 


SG) = > éH, Go) 


Teo 2 
= [ate KG ydy— ot (x) 点 点 34 m—» Oo 
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时 ， 
其 中 Kalz, y) = 上 > se hy) 

我 们 注意 到 当 充分 大 时 ,对 固定 点 zo,a Go) = alo). 

如 果 我 们 逐次 检查 定理 1 7.1 的 证 明 ,我 们 将 会 发 现 如 
RL m = E , 

P, = SB Cx) > aC) AA. 
故此 时 aC) 依然 为 SCz) 的 开 广 义 乘 子 ,而 有 
a(xa(x) = aC0) Cx) = a8 Cz). 

此 式 即 (3). 

由 此 , 当 我 们 考虑 方程 组 (2) AY Riemann 问题 时 其 广义 势 


(x,t) 


w(xX,t) = | vdx — wdt 


(0,0) 
在 弱 函 数 的 意义 下 ,满足 
w, F uw, = 0. 
同样 根据 第 四 章 零 压 流 方程 组 Riemann 问题 的 讨论 ,也 
知 其 广义 势 在 弱 函 数 的 意义 下 满足 方程 . 
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